Algoritmos

Pedro Hokama

Divisdo e Conquista: O paradigma

O paradigma de divisdo e conquista tem trés etapas:
O Dividir o problema em subproblemas menores.
@ Conquistar os subproblemas (normalmente de forma recursiva).

© Combinar a solucdo dos subproblema para encontrar uma solucdo para o
problema original.
Diferentes algoritmos tem a complexidade diferente em cada uma das fases, por
exemplo, no MergeSort a divisdo é trivial mas a combinagdo exige esforco. Ja no
QuickSort a divisdo é bastante elaborada mas a combinacio é trivial.
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@ [clrs] Algoritmos: Teoria e Pratica (Terceira Edicdo) Thomas H. Cormen, Charles Eric Leiserson,
Ronald Rivest, Ronald L. Rivest e Clifford Stein.

@ [timr] Algorithms Illuminated Series, Tim Roughgarden

Apresentacdo Baseada:

@ Stanford Algorithms
https://www.youtube.com/playlist?1ist=PLXFMm1k03Dt7Q0xr1PIAriY5623cKiH7V
https://www.youtube.com/playlist?1ist=PLXFMmlk03Dt5EMI2s2WQ(BsLsZ17A5HEK6

@ Conjunto de Slides dos Professores Cid C. de Souza, Candida N. da Silva, Orlando Lee, Pedro J.
de Rezende
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O Problema

Suponha que vocé e um amigo escolheram 10 filmes que ambos assistiram.

Cada um ordenou esses 10 filmes em ordem de preferéncia.

Queremos saber a compatibilidade entre essas duas listas, e verificar se essa
amizade pode dar certo.

Um servico de streaming poderia usar essa comparacio para verificar usuarios que
tem gostos parecidos para fazer recomendacdes.
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Problema do Numero de Inversdes Problema do Numero de Inversdes

Problema do Niamero de Inversdes
) o e ) A= (1,3,5,2,4,6)
Dado um arranjo A contendo n inteiros em uma ordem arbitraria, encontrar o namero
total de inversbes, ou seja, o nimero de pares (/,) de indices 1 < i, < n tais que L 9. 5 Y
5 6

i< jeAi]> Al

. . ] -
Considere o vetor seguinte vetor [

A=(1,3,5,2,4,6)

qual o namero de inversdes?

@ os elementos 3 e 2, entdo os indices (2,4) formam uma inversdo | i

y 32 5 72 Y4 ¢

@ os elementos 5 e 2, entdo os indices (3,4) formam uma inversdo

@ os elementos 5 e 4, entdo os indices (3,5) formam uma inversdo
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Problema do Numero de Inversdes Problema do Namero de Inversdes
Qual o nimero maximo de inversdes em um vetor de tamanho n?
@ O maximo de inversdes acontece se todos os pares de indice estiverem invertidos.
@ Ou seja, dos n elementos, quaisquer dois que escolhermos estara invertido.
Qual o nimero maximo de inversdes em um vetor de tamanho 67 N
o 6 ()
QO 15
o 21 @ Relembrando:
QO 36 n\ n!
O 64 k) k!(n— k)!
e Entdo
n\ n! ~n(n=1).(n=2)! n(n—1).(n—2)T n®>—n
2) 2(n=2)! 2(n=2)! 22T 2
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Uma ideia ingenua

Como seria uma solucdo forca bruta?

Qual a complexidade desse

Algoritmo 1: Contalnversdes algoritmo?
Entrada: Um vetor A de tamanho n Q logn
Saida: O nimero de inversdes o n

1t=0;

2 parai del até n—1 faca Q@ nlogn

3 para j de i + 1 até n faca 0

4 se A[i] > A[j] entdo n

5 t++ ; Qo

6 devolva t;

Podemos fazer melhor? Yep!
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Uma algoritmo de divisdo e conquista

Ideia: dividir o vetor em 2 metades, contar o niimero de inversdes.
Mas ainda faltara as inversdes entre os elementos da primeira e da segunda metade.

Podemos ent3o contar essas inversdes?

Para isso vamos entdo classificar as inversdes em trés tipos:
» Esquerda: se i,j < n/2
> Direita: se i,j > n/2
> Split: se i <n/2 <

Nova ideia: contar as inversdes esquerda, direita e split.
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Uma algoritmo de divisdo e conquista
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Uma algoritmo de divisdo e conquista

Uma ideia (ainda incompleta) seria:

Algoritmo 2: Count
Entrada: Um arranjo A de comprimento n
Saida: O nimero de inversdes
1 se n <1 entdo devolva 0;
2 sendo
3 x = Count(Primeira metade de A, n/2);
4 y = Count(Segunda metade de A, n/2);
5 z = ContaSplit(A,n);
6 devolva x + y + z;

me Jades 7
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Se conseguirmos contar o
namero de inversdes split em
tempo linear O(n) a arvore de
recursdo fica idéntica ao
MergeSort.

A complexidade total ficaria
O(nlog n)

O namero de inversdes de
tipo split € O(n?). Sera que
podemos contar um namero
quadratico de coisas em

tempo linear?

o Yep!
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@ Considere que Count conta o nimero de °

inversdes, mas também ordena o vetor.

@ E vamos dar uma olhada na funcio Merge

do MergeSort °

Algoritmo 3: Merge

Se n3o houver inversdes do tipo
split, o vai acontecer na hora de
copiar B e C?

Nesse caso B seria copiado
inteiramente antes de C.

e O que acontece significa, e
Entrada: B e C arranjos ordenados com m/2 Iqu " lgm ! m
o . namero de inversBes, quando
Saida: Arranjo D de tamanho m com os mesmos }
elementos de B e C mas ordenados copiamos um elemento do vetor
1i=1;j=1; o
2 para k de 1 até m facg @ Isso significa que o elemento C[j]
3 se B[i] < C[] entao copiado esta em inversdo do tipo
4 D[k] = B][i]; .
. split com todos os valores que
5 I+ +; . ~ .
~ ainda ndo foram copiados de B.
6 senao )
7 D[k] = C[j]; o lIsso significa |B| —i+1
8 it++ elementos. (Se indexar em 0 n3o
9 devolva C; precisa do "+1")
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Uma algoritmo de divisdo e conquista (versdo completa)
Algoritmo 6: SortCount
Entrada: Um arranjo A, o comprimento do arranjo n
Saida: Um arranjo com os mesmos elementos de A porém ordenados, O nimero de
inversdes
1 se n < 1 entdo devolva (A, 0);
2 sendo
3 (B, x) = SortCount(Primeira metade de A, n/2);
4 (C,y) = SortCount(Segunda metade de A, n/2);
5 (D, z) = MergeCountSplit(B, C, n);
6 devolva (D, x + y + z);
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Modificando o Merge para Contar Inversdes Splits

Algoritmo 4: Merge

Algoritmo 5: MergeCountSplit

Entrada: B e C arranjos ordenados com m/2

Saida: Arranjo D de tamanho m com os
mesmos elementos de B e C mas
ordenados

i=1j=1;

para k de 1 até m faca

se B[i] < C[j] entdo
D[k] = BIil;
I+ +;
senao
DIk = Cj};
J++
devolva C;

Entrada: B e C arranjos ordenados com m/2

Saida: Arranjo D de tamanho m com os
elementos de B e C mas ordenados, € o
nimero de inversdes Splits

J++t=t+(m/2—i+1)
devolva (C, t);

1i=1,=1,t=0;

2 para k de 1 até m faca
3 se B[i] < C[j] entdo
4 D[k] = BIi);

5 i+ +

6 senao

7 Dlk] = C[j;

8

9
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@ Assim como no MergeSort, a arvore de recursio de SortCount tem log n niveis e
cada nivel executa O(n) opera¢des, entdo a complexidade total de SortCount é

O(nlogn)

@ Portanto muito melhor que a vers3o forca bruta!

16/16



