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�������� �� ������

�� � ���
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������� �� ���������� � ���������� �� �����

����� ����� ���������� � ��������� ��������
����

�� ��������� � ��� ������ �������
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�� � ���

���� ��� �������

���� ��� ������� ����� � ����� ������� ��
������� � �� ������ �������� ������������
��������� �� �����

��� ������ �� ��������� �� ������� ���������
�� ���������� ���� ������� �� ���� ����� �����
������ ��������� ���� ����� � ������ ������
������� �����������

������ �������� ������������� ���� �
����������� ������� �� ����������� ������� ����
������� ��������� �� ���� � ���������
����������

�� � ���
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��� ��� ������� �� ��������� �� �����

� � ��������� �� ������� ����� ���� ��� ��� ��������� ��������

����� ������ �� ��� � ������������ ���������� ��������������� �������������� ����

��� ��� ������� ��������� � ����������

� ����� ����� � ������ �� ������� � ���������

��� �������� ����� ���� �������� �� ������������ ���� ������������

�� � ���

�������� �� ���������

���� �� ������� �� n �������� ���������� ��������� � ������� π = (π�,π�, . . . ,πn) ���
�������� �� ������ ��������� ��� ��������� �� ������� ��� ������������ �� �����
πi ≤ πj ���� �������� i < j � i , j ∈ {�, . . . , n}.

�� � ���

���������

�� � ���

������������� ���� � ����������

��������� �� ���������
�������� �� ������� ��� n
������ �� ������� ��� �� ������ ������� ���������
�� n ≥ � ������

A � �������������� ������� � �������� ������ �� ������� �� ���������

B � �������������� ������� � ������� ������ �� ������� �� ���������

C � ���������� ������� �� ���� ������ ��������� A � B �� �����

������� C ��

�� � ���



������������� ���� � ������

��������� �� �����
�������� A � B �������� ��������� ��� m/�
������ ������� C �� ������� m ��� �� ������ ��������� �� A � B ��� ���������
i = ���

j = ���

���� k �� � ��� m �����

�� A[i ] < B[j ] ������

C [k] = A[i ]��

i ++��

������

C [k] = B[j ]��

j ++��

������� ����

���������� �������� ����������� ��� � �� � �������� �������

�� � ���

���������

���� � ����� �� �������� �� ���������� ������� ��������� ������� ��� �
���������� ���� � ������ �� ������ �� ������ ���������� ���� ����������

�������� ��� ������������� ���� � ����� �� �������� �� ������

�� � ���

�� � ���

�������� � ��������� � �� ����� ���� ��������� ���� ���� �������� ��� �
�������� ����������� �������� ��� �������� �� ������������� � ��� ������� �
��� ���� ��� ��� ��������� �� ����������� �� ����� ���� �� ����� ��� ������
�� ��������

�� ���� � ���� ���������� ����� � ���������� �� ������������ � � ������� �� ����
����������� ��� ��� ����� � ������������ �� �� ��������� ����������

�� � ���
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�������

��������� ����� ����� �� �n log� n + �n ��������� ���� ������� n ��������

����� �� ������ ���� �������� ��� ������������ ���� ��� ���� ��������� � ����

�������� ��� �� ���������� ���� �������� ������� ��� �������� ����� n�� ��������
� ��������� � ��� ��������� ����� n log� n�

����� ����� ��������� � �� ��� � �� log�� �� ������� �������� ������� �����
��� log� �� �� ������� � � ���������� �� ����� ��� ���� ������� ������� ��� � ���
������ �� ��

����� � log� � � �� log� � = �� log� ����� = ��� �� ���� log� n � ��� ������ ���
������ ��������

�� � ��� �� � ���

�� � ���

������������ �� ���������

���� ���������� � ������������ �� ��������� ������ ���� �� ������� ���������
���� ������ �� ��������

��������� ������ ������� ��� ���������� ��� ������ �� �������� ���� ��� �����
�������� ���� ��� ���������

�� � ���
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�� � ���

��������������� ������� ������ ��� ���� ������ �� ��������� ����� � � ������ ��
��������� �� ������

� �� ������ ��������� ������������� �� ��
� log� n

�
√
n

� n

�� � ���

���������

log� n + � ������ ��

�� � ���

���� � ������� �� ���� ����� j = �, �, . . . , log� n� ������� ������������� ���� ��
��� ������� �

� �j � �j

� n/�j � n/�j

� �j � n/�j

� n/�j � �j

�� � ���



�������

��������� ����� ����� �� �n log� n + �n ��������� ���� ������� n ��������

�������������

�� ���� ����� j = �, �, . . . , log� n ������� �j ������������� ���� �� �� �������
n/�j �
����� �� ��������� �� ����� j �

≤ �j · �
� n

�j

�

= �(n)

����� �� ���������� ������ �� ������ · ��������� ��� �����

(log� n + �)�n

�n log� n + �n

�� � ���

���������� �� ������� �� ����������

� ��� ������ �� ���� �� ��������� ��� ��� ������� �� ���� ����� �� �����
�������� ��� ���� � ������� ������� ��� � ��������� ���������� �� �����
≤ �n log� n + �n�

���� ������ ������ � �������� �� �� ���������� �������� �������� ������� ��
����� � ������ � ��������� ������
���� ������� � ��������������� ������������ ��� ��� �������� �������� � ���������
�� ��������� ������� �� ������� � ��� � ���������� ���� ���� � ���� ����� ��� ��
�������������

� ������� �� ���� ����� ������ ������� ������ ������������ �� �������� ���
������������ �� �������� ���� ������� �� ��� ������

� ���������� �� ����������
� ������� �� ������ ���� ������� �� ����� ����� �� ������

�� � ���

���������� �� ������� �� ����������

���� ������ �� ���������� �������� ����� �� ��������� �� �������������� ��
���������� �� ���������� ��������� � �� ����������� �� �������� ������ ��� ���
������� ��� ����������� �����

� ������ �� ����� ����� ��� ����� ������� �� �������� �� ������������� ���
�����������
� ����� � ����� ������� �� ���������� � �� ������ �� ����� ����� � ����

� ����� � ������� ���������� ���� ������� �
� ������ � ���������� �� ���������

��������� ���������� � ������ �� ����� ���� ����� ��� ����������� ��
���������� ��������� �� ������ ����� ���������� �� �� �������

�� � ���

���������� �� ������� �� ����������

���� ������� �������� ��� ��� � ������ ��� ���������� �������� �� ���� ��
���������� �������

�� ������� ������ ����� � ����� �������������� ����� � � ����������� �����
���������� ����������

������� ������ �� ������� �� �������� ��� ������� �������� ���
������������ ���� �������� ������ ���������� �����������

������� ��� ���� ��� ���� ���������� ���� �� ���������

��������� A ��������� B

n n�

������� ��� ���� ��� �� ������ ������������ � ������� �� ���������� � �����
���� �������� ��� � ��������� A ���� ���� �������� �� �������� � ����� ������
�������� ��� � ��������� B ���� �� ���� �������� �� �������� � ����� ������

�� � ���



������� ����������� �� ������� ����������� � ������ �� ����� �����
��������� � ������ ���������� �n� + ��n + ���

n �n� + ��n + �� �n�

�� ����� �����
��� ����� �����
��� ������ ������

���� ������� �������
���� �������� ��������
���� �������� ��������
���� ��������� ���������

����� ��������� ���������
����� ���������� ����������

���� �� ��� �n� � � ����� ��������� ������ n � �������

�� �� ���� ������ ������� ��� ���������� ��� ������ ���������� � �������� ��
�������

�� � ���

���������� �� ������� �� ����������

������ ����� ��� ������� ����������� ��� ����������� � ��� �������� ��� �������
������������ �� ������������� ����� ���� ���������� ��������

���� ��� ������� ����� ��� �� ��������� � ���� ������ ��� ����� ��������� ��� �
������� n �� ��������� � �������������� �������

��� �������� ������� ����� ��� ��������� ��� �� ��������� ��� ������� ��
�n log� n + �n � ���� ������ ��� �� ��� ������� �� �

�
n�

���� ��� ���� ���� ��� ��� ������� ���� n �������� ��� � ������ �� ����� n = n�
������ ���� ��������

�� ����� ���� n �������� ����� ��� � ��������� ��� ���� ���� �������
������������ �� �������� ��������� ��������

�� � ���

���������� �� ������� �� ����������

�� � ���

���������� �� ������� �� ����������

�� � ���
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� � ��������� ��� �� ���������� �� ���������� �������� ���� ���� �������� �
���������� �� ���� ����� �� �����������

� ����������� ���� � ����������� �� ��������� �� ����������� ������ ������ ���
�� ��������� ������� �� O(n log n)� � � ������������� ������� �� O(n�)�� ���
���������� ��� ���� ��������
� ������� ����������� � ��� ���������� �������� �����

� � ������� � �������� ���� �������� �������� �� ���������������������������������
� ��� � �������� � �������� ���� �������� � ���������� ����� ���������� �����������

������������� �� ���������� ��������

�� � ���

������� �����������

����� �����

�������� ������� ���������� � ������ �� ������ �����������

��� ������� ���
�n log� n + �n

�� � �� ����� �� ����� ��������� � � ��������� ����� ���������� ���

n log n

���������� � ���� �� ��� ������ ��� �������� ��� ����

����� ������ ������� ��� � ����� �� �������� �� ��������� � O(n log n)� �� ��
������� ����� ������ ������� ��� �� ��������� � O(f (n))� ������� ������� ���
������ �� �������� �� ������ �� ����� �������� � ���������� �������� ������ ���
f (n)�

�� � ���

��������

������� �� �� ����

��������� �� �������
�������� �� ����� A �� ������� n � �� ������� t
������ ���������� �� A ������ t� ����� ���� ���������
���� k �� � ��� n �����

�� A[k] == t ������

������� ������������

������� �������

���� � ����� �� �������� �����
����������

� O(�)

� O(log n)

� O(n)

� O(n�)

� ����� �� �������� �� ������� ������� ��� �������
�� t ���� �� ��� �� A� � �� t ������� �� ��������
�������� ������� ������������ �� ���� �����

������� ��������� ������� ������� ��� ������ � � ��
���� ����� ����� ���� � ��������� � � ��������� ����
������� O�

�� � ���

��������

������� �� ���� ����� ������������

��������� �� ��������
�������� ���� ������� A � B �� ������� n � �� ������� t
������ ���������� �� A �� B ������ t� ����� ���� ���������
���� k �� � ��� n �����

�� A[k] == t ����� ������� ������������

���� k �� � ��� n �����

�� B[k] == t ����� ������� ������������

������� �������

���� � ����� �� �������� �����
����������

� O(�)

� O(log n)

� O(n)

� O(n�)

�������������� ����� �������� � ������� � �� �������
�� ������� �n� ����� � ��������� ��� ����� O(�n)�
���� ��������� � ��������� �� ������� O�

�� � ���
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������� �� ���� ����� ���������

��������� �� ������������
�������� ���� ������� A � B �� ������� n
������ ���������� �� A �� B ��� �� ������ �� ������ ����� ���� ���������
���� j �� � ��� n �����

���� k �� � ��� n �����

�� A[j ] == B[k] ����� ������� ������������

������� �������

���� � ����� �� �������� �����
����������

� O(�)

� O(log n)

� O(n)

� O(n�)

���� ���� �� ���������� ��
����� ���� �� � ������� ��� ������� ������� � �����
�� �������� ������������

�� � ���

��������
������� �� ���� ����� ���������

��������� �� ������������
�������� �� ����� A �� ������� n
������ ���������� �� A ��� ������� ����������� ����� ���� ���������
���� j �� � ��� n �����

���� k �� j + � ��� n �����

�� A[j ] == A[k] ����� ������� ������������

������� �������

����� ���� ����������� ���������� �� ����� A �� �����
�� B�

�� ����� �� ����� ����� ����������� �� j � k� �������
������ ������� �� ��� k ≥ j + ��

���� � ������ ���� ��������� ��� �������� � ��������
��� � �������� �������� � � ����� ����� ��� ��������
� �������� ��� � ��������� ����� ���������� ������
����������� ���� �������

���� � ����� �� �������� �����
����������

� O(�)

� O(log n)

� O(n)

� O(n�)

���������� � �������� ����� ���� ���������
���� ��������� �����

�� � ���

������� �

��� ��� ����� � �������

������� � � ��������� �� ������� �������� ��� �������� ����������

���� T (n) ��� ������ ����� n = �, �, �, . . .

T (n) : Z∗
+ → R

��������� ������ ������� ����� ��� T (n) = O(f (n))�

��������� �� �������������� ���� �� � �������������� ������� T (n) � ��������
������������� ��� ��� ������ ��������� ����� f (n)�

�� � ���

T (n) = O(f (n)) �� ������ ������������ ��� ������ ��������� c ��� ��� c · f (n)
���� ������ ����� �� T (n)

�� � ���



� ������ ����� �� f (n) �� c � · f (n) ������ ������ ������ �� T (n)� � ���������� �
������� ��� ��������� ��� � ����� ������ ������

�� � ���

������������ � O

��������

T (n) = O(f (n)) �� � ������� �� ������ ���������� c � n� > � ���� ���

T (n) ≤ c .f (n)

���� ���� n ≥ n��

����� ���� ������ ��� T (n) = O(f (n)) ���� ������� ������ c � no ��� ������ ���
T (n) ≤ c .f (n) ���� ���� n ≥ n��

����� ��� c � n� ��� ����������� �������� ��� ��� �������� �� n� ����� ��� ��
c �������� �� n� � ���� �������

������� ����������� O(f (n)) � �� �������� �� ������� ��� ����� ��� ���������
��� f (n)� ����� � ������� ����� ����� ��� T (n) ∈ O(f (n))� ��� ����� ���
T (n) = O(f (n)) � �� ����� �� ������� ��������� ������ � ��� �������� �
����������� ������ ��������

�� � ���

�������
�������

�� T (n) = akn
k + ak−�n

k−� + . . .+ a�n + a� ����� T (n) = O(nk)

���� ������ ���������� ������ ���������� c � n� > � ���� ��� T (n) ≤ c .f (n) ����
���� n ≥ n��
����� ����� �������� n� = � � c = |ak |+ |ak−�|+ . . .+ |a�|+ |a�|�

T (n) = akn
k + ak−�n

k−� + . . .+ a�n + a�

≤ |ak |nk + |ak−�|nk−� + . . .+ |a�|n + |a�|
≤ |ak |nk + |ak−�|nk + . . .+ |a�|nk + |a�|nk ������� ���� n > n��

= (|ak |+ |ak−�|+ . . .+ |a�|+ |a�|)nk

= cnk

��������� T (n) ≤ cnk ����� T (n) = O(nk)
�� � ���

�������

���� ���� k ≥ �� nk ��� � O(nk−�)�

������� ������ ��� ������������ �� ����� ��������� ��� � �������� � ����������
����� � ��������� � ����� � �������� � ����� ��������

������� ��� ������ �� k ≥ � � ���������� c � n� > � ��� ��� nk = O(nk−�)� ��
�����

nk ≤ cnk−� ∀n ≥ n�

nnk−� ≤ cnk−� ∀n ≥ n�

n✟✟✟nk−� ≤ c✟✟✟nk−� ∀n ≥ n�

n ≤ c ∀n ≥ n�

���� n ���� ��� ����� �� �������� ������� �� ��� n�� ��� ���� ������� ��� ��������� c
��� ���� ����� �� ��� �������� �������� �������� �������� � �� ������� � ��������
��� ���� k ≥ �� nk ��� � O(nk−�)�

�� � ���



������� Ω � Θ

��������

��������������� ���� ���� �������� � ������� O ��� ��� ������� �� ≤� �� ���
����� ��� T (n) ��� O(f (n))� ���� ����� ���� ������� ��������� c � n� ��� ��� ����
���� n ����� ��� n��

T (n) ≤ cf (n)

����� ���������� � ������� Ω ����� ���� ��� ������� �� ≥
� � ������� Θ ����� ���� ��� ������� �� =

�� � ���

������� Ω � Θ

�� � ���

������� Ω

� ������� Ω ��� ����� �� ��������� ��������� ������������

��������

T (n) = Ω(f (n)) �� � ������� �� ������ ���������� c � n� > � ���� ���

T (n) ≥ c .f (n)

���� ���� n ≥ n��

�� � ���

������� Θ

� ������� Θ ������ ��� ��� ������ T (n) � �������� ������������� � ������������� ���
��� ������ f (n)� ������������

��������

T (n) = Θ(f (n)) �� � ������� �� ������ ���������� c�� c� � n� > � ���� ���

c�.f (n) ≤ T (n) ≤ c�.f (n)

���� ���� n ≥ n��

��������

T (n) = Θ(f (n)) �� � ������� �� T (n) = O(f (n)) � ������ �� T (n) = Ω(f (n))�

�� � ���



o � ω

� ������� o ����������� ������� � �������� � ���������� � ������� O ����� ���
���������������� ������

������������� ������� ������ ��� �� O ���� ���� ��� ������� �� ���� ≤�
�������� � o � ��� ������� �� ���� <�

� ������� ω �������������� ���������� ����� �������� � ���������� � �������
Ω ����� ��� ���������������� ������

������������� ������� ������ ��� Ω ���� ���� ��� ������� �� ���� ≥� �������� �
ω � ��� ������� �� ���� >�

�� � ���

o � ω

�� � ���

������� o

��������

T (n) = o(f (n)) �� � ������� �� ���� ���� ��������� c > �� ������ �� n� > � ��� ���

T (n) < c .f (n)

���� ���� n ≥ n��

���������� ������ ��� ���� ���� k ≥ �� nk−� = o(nk)�

�� � ���

������� ω

��������

T (n) = ω(f (n)) �� � ������� �� ���� ���� ��������� c > �� ������ �� n� > � ��� ���

T (n) > c .f (n)

���� ���� n ≥ n��

�� � ���



���� �������� �� ������� �����������

�������

������ ��� �n+�� = O(�n)�

���������� ������ c � n� > � ���� ���

�n+�� ≤ c�n ���� ���� n ≥ n�.

���� �������� c � n��

�n+�� ≤ c�n

����n ≤ c�n

���� · �n ≤ c�n

������ ���� � ��������
���������� ����� ����� c ≥ ����� � n� ≥ ��

�� � ���

�������

������ ��� �n+�� = O(�n)�

���������� ������ c � n� > � ���� ���

�n+�� ≤ c�n ���� ���� n ≥ n�.

���������� ����� c = ����� � n� ≥ � � ����� ������� ����

�n+�� ≤ ���� · �n ���� ���� n ≥ �

����n ≤ ���� · �n ���� ���� n ≥ �

���� · �n ≤ ���� · �n ���� ���� n ≥ �

���� �n+�� = O(�n)�

�� � ���

�������

������ ��� ���n ��� � O(�n)�

������� ��� ������� ���� ������������ ��� ���n = O(�n) � �������� ���n ≤ c�n ����
������ ��������� c � n ≥ n�� �����

���n ≤ c�n

��n�n ≤ c�n

��n✚✚�n ≤ c✚✚�n

��n ≤ c

���������� ��� ������ ��� ��������� ��� ���� ����� ��� ��n ���� ����� �� �������� n�
�������� �������� � ��� ������������ ���� ���n ��� ���� ��� O(�n)�

�� � ���

�������

���� ��������� ���� ����� �� ������� ���������� f (n) � g(n)� ������ ���
max{f (n), g(n)} = Θ(f (n) + g(n))�

���� ������� ��� � �������� � ����������� ������� �������� c� = �/�� c� = � �
n� = � � ���������� ����

�
�
(f (n) + g(n)) ≤ max{f (n), g(n)} ≤ f (n) + g(n) ∀n ≥ n�

�� � ���



������ �������

f (n) ∈ o(g(n)) �� lim
n→∞

f (n)

g(n)
= ��

f (n) ∈ ω(g(n)) �� lim
n→∞

f (n)

g(n)
= ∞�

f (n) ∈ O(g(n)) �� lim
n→∞

f (n)

g(n)
< ∞�

f (n) ∈ Ω(g(n)) �� lim
n→∞

f (n)

g(n)
> ��

f (n) ∈ Θ(g(n)) �� � < lim
n→∞

f (n)

g(n)
< ∞�

�� � ���

�������

f (n) = ln n � g(n) = ne �

lim
n→∞

ln n

ne
= lim

n→∞
�/n

e.ne−�
= �.

�������� ln n = o(ne)� ���������� ln n = O(ne) �������

�� � ���

������� � ���������� � ���������

� ��������� �� ������� � ��������� ��� ���� �������
� ������� � �������� �� ������������ ��������
� ���������� �� ������������ ������������ �� ����� �����������
� �������� � ������� ��� ����������� ���� ��������� ��� ������� ���� �

�������� ���������

���������� ���������� ��� � ������������ ��������� �� ���� ��� ��� ������ ���
�������� �� ��������� � ������� � ������� ��� � ���������� ����� �������� �� ��
��������� � ������� � �������� ��������� ��� � ���������� � ��������

�� � ���

� ��������

������� ��� ���� � �� ����� ���������� �� ����� ��� ����� �����������

���� �� ������� ����� �� ����� �� ����� �� ������������

�������� ����� � ��������������� ����� ����� ���� ������� � �������� �� ����
������� ���� ��� ������

�� ������� �� ��������� ������� ���� ���� ���������� ���� �������� �������� ���
��� ������ ��������� ���� ����� ��������������

�� � ���



�������� �� ������ �� ���������

�������� �� ������ �� ���������

���� �� ������� A �������� n �������� �� ��� ����� ����������� ��������� � ������
����� �� ���������� �� ����� � ������ �� ����� (i , j) �� ������� � < i , j < n ���� ���
i < j � A[i ] > A[j ]�

��������� � ����� �������� �����

A = (�, �, �, �, �, �)

���� � ������ �� ����������

�� ��������� � � �� ����� �� ������� (�, �) ������ ��� ��������

�� ��������� � � �� ����� �� ������� (�, �) ������ ��� ��������

�� ��������� � � �� ����� �� ������� (�, �) ������ ��� ��������

�� � ���

�������� �� ������ �� ���������

A = (�, �, �, �, �, �)

�� � ���

�������� �� ������ �� ���������

���� � ������ ������ �� ��������� �� �� ����� �� ������� ��
� �
� ��
� ��
� ��
� ��

�� � ���

�������� �� ������ �� ���������
���� � ������ ������ �� ��������� �� �� ����� �� ������� n�

� ������ �� ��������� �������� �� ����� �� ����� �� ������ ��������� �����������

�� ����� ��� n ���������� ��������� ���� ��� ����������� ������ ����������
�
n

�

�

������������ �
n

k

�
=

n!

k!(n − k)!

�����
�
n

�

�
=

n!

�!(n − �)!
=

n.(n − �).(n − �)!
�!(n − �)!

=
n.(n − �).✘✘✘✘(n − �)!

�!✘✘✘✘(n − �)!
=

n� − n

�

�� � ���



��� ����� �������

���� ����� ��� ������� ����� ������

��������� �� ��������������
�������� �� ����� A �� ������� n
������ � ������ �� ���������
� � ���

���� i �� � ��� n − � �����

���� j �� i + � ��� n �����

�� A[i ] > A[j ] ������

��� ��

������� ���

���� � ������������ �����
����������

� log n

� n

� n log n

� n�

� n�

������� ����� ������� ����

�� � ���

��� ��������� �� ������� � ���������

(�, �, �, �, �, �)

�� � ���

��� ��������� �� ������� � ���������

������ ������� � ����� �� � �������� ������ � ������ �� ����������

��� ����� ������� �� ��������� ����� �� ��������� �� �������� � �� ������� �������

������� ����� ������ ����� ����������
���� ���� ����� ����� ���������� �� ��������� �� ���� ������

� ��������� �� i , j ≤ n/�
� �������� �� i , j > n/�
� ������ �� i ≤ n/� < j

���� ������ ������ �� ��������� ��������� ������� � ������

�� � ���

��� ��������� �� ������� � ���������

��� ����� ������ ����������� ������

��������� �� �����
�������� �� ������� A �� ����������� n
������ � ������ �� ���������
�� n ≤ � ����� ������� ���

������

x � �������������� ������ �� A� n/����

y � ������������� ������ �� A� n/����

z � �����������A�n���

������� x + y + z ��

�� ������������ ������ �
������ �� ��������� ����� ��
����� ������ O(n) � ������ ��
�������� ��� �������� ��
����������

� ������������ ����� ������
O(n log n)

� ������ �� ��������� ��
���� ����� � O(n�)� ���� ���
������� ������ �� ������
���������� �� ������ ��

����� �������

����

�� � ���



��������� ��� ����� ����� � ������ ��
���������� ��� ������ ������ � ������

� ����� ��� ��� ������ �� ������ �����
�� ���������

��������� �� �����
�������� B � C �������� ��������� ��� m/�
������ ������� D �� ������� m ��� �� ������

��������� �� B � C ��� ���������
i = �� j = ���

���� k �� � ��� m �����

�� B[i ] < C [j ] ������

D[k] = B[i ]��

i ++��

������

D[k] = C [j ]��

j ++��

������� ���

�� ��� ������ ��������� �� ����
������ � ��� ��������� �� ���� ��
������ B � C�

����� ���� B ����� �������
������������ ����� �� C �

� ��� �������� ��������� ��
������ �� ���������� ������
�������� �� �������� �� �����
C�

���� �������� ��� � �������� C [j ]
������� ���� �� �������� �� ����
����� ��� ����� �� ������� ���
����� ��� ����� �������� �� B �

���� �������� |B |− i + �
���������� ��� ������� �� � ���
������� �� �����

�� � ���

���������� � ����� ���� ������ ��������� ������

��������� ��� �����
�������� B � C �������� ��������� ��� m/�
������ ������� D �� ������� m ��� ��

������ ��������� �� B � C ���
���������

i = �� j = ���

���� k �� � ��� m �����

�� B[i ] < C [j ] ������

D[k] = B[i ]��

i ++��

������

D[k] = C [j ]��

j ++��

������� ���

��������� ��� ���������������
�������� B � C �������� ��������� ��� m/�
������ ������� D �� ������� m ��� ��

��������� �� B � C ��� ���������� � �
������ �� ��������� ������

i = �� j = �� t = ���

���� k �� � ��� m �����

�� B[i ] < C [j ] ������

D[k] = B[i ]��

i ++��

������

D[k] = C [j ]��

j ++� t = t + (m/� − i + �)��

������� (C , t)��

�� � ���

��� ��������� �� ������� � ��������� ������� ���������

��������� ��� ���������
�������� �� ������� A� � ����������� �� ������� n
������ �� ������� ��� �� ������ ��������� �� A ����� ���������� � ������ ��

���������
�� n ≤ � ����� ������� (A, �)��

������

(B , x) � ������������������ ������ �� A� n/����

(C , y) � ����������������� ������ �� A� n/����

(D, z) � ����������������B ,C , n���

������� (D, x + y + z���

�� � ���

����� ���� �� ���������� � ������ �� �������� �� ��������� ��� log n ������ �
���� ����� ������� O(n) ���������� ����� � ������������ ����� �� ��������� �

O(n log n)

�������� ����� ������ ��� � ������ ����� ������

�� � ���



� �������� �� ������������� �� �������� � ������������ ���������� ���� � � ���������
���� ���������� �� �������� ������

���������� ������

������� ��������

�������� �������������

���������� ����������� � ��������

� ������ �������

�� � ���

�������� �� ������������� �� ��������

����� X � Y ���� �������� �������� n × n� ��������� ����� � ������ Z = X .Y
������ n × n� ��� ���

Zij =
n�

k=�

Xik .Ykj

�� � ���

�
a b
c d

��
e f
g h

�
=

�
ae + bg af + bh
ce + dg cf + dh

�

�� � ���

���� ����� ���� ������ Zij ���������� ����������� �� n ����� �� ��������� ��������
��� Xik � Ykj ���� k = � . . . n� ���� � ������������ ���� �� ����� ���� Zij�

� Θ(n)

� Θ(n log n)

� Θ(n�)

� Θ(n�)

� ���� � ����� �� �������� ����� �� ��������� ���� ����� ����� �� O(n�) ������� �� Z
�� ������ �� ������� ��� �������� n�

� Θ(n log n)

� Θ(n�)

� Θ(n�)

� Θ(n�)

��� � ���



���� �������� ����� �� ����� ����� ��� �������

����� ������ � ��������� �� ������� � ����������

���������� �� ������ �� �������� ��������� � �����������

���� ��� ����������� ������� � ������ �� ������ ����� ���� �� ��������� ��
�������� �� ����������

��� � ���

�������� �����

������� ���� ������ �� �����������

X =

�
A B
C D

�
� Y =

�
E F
G H

�

� ������������� �� �������� ����� ���� �� �������� ���� �� ����������������
��������� ���������

Z = X .Y =

�
AE + BG AF + BH
CE + DG CF + DH

�

��� � ���

XY =




a�� a�� b�� b��
a�� a�� b�� b��
c�� c�� d�� d��
c�� c�� d�� d��







e�� e�� f�� f��
e�� e�� f�� f��
g�� g�� h�� h��
g�� g�� h�� h��




=




a��e�� + a��e�� + b��g�� + b��g�� a��e�� + a��e�� + b��g�� + b��g�� z�� z��
a��e�� + a��e�� + b��g�� + b��g�� a��e�� + a��e�� + b��g�� + b��g�� z�� z��

z�� z�� z�� z��
z�� z�� z�� z��




�� ���� � �������� ��������� �� ��������� ��

AE + BG

��� � ���

Z = XY =

�
A B
C D

��
E F
G H

�
=

�
AE + BG AF + BH
CE + DG CF + DH

�

������� ����� �� ��������� ��������� ��� ������� �� � ������������ �� �������
���������� ���� �� ��� �������� �� �������� n/� � ������ ������� ��� �� �����
��� ����� ��� ������ �� ����� O(n�)�

� ������� ���� � ��� ���� ��������� ������ � O(n�) ����� �� ������� ����

������ ������� ����� ������ ���� � �� ����� �� ��������� �� ����������

��� � ���



������ ��������

������ ��������� � �� ���������� ������
������� �� �����

��������� ������� �� ������������ ��
���������� � ����������� �� ���������� ��
���������

������� �������� ������� ��� ����
������������� �� ������� � ������� �� ����������

�� ���� ���������� � �������� ��������� ����
����� �������������� �� �������� �� ����� ��
�������� �������� � O(n�)�

������ �� ������ ������� �� ������ ���� ���
����������� ��� ��� ������������� ������� ���
����� ����������

��� � ���

��������� �� �������� � ����

������ ������� � ������ �� �������� �����������

������ �������� ������ � �������� �����������

������� �� ������� � ���������� ������������ � ��� ����� ��� ���������� O(n�)�

��� � ���

�� � �������� � ����� ���������� ����

P� = A(F − H)�

P� = (A+ B)H�

P� = (C + D)E �

P� = D(G − E )�

P� = (A+ D)(E + H)�

P� = (B − D)(G + H) �

P� = (A− C )(E + F )�

X .Y =

�
AE + BG AF + BH
CE + DG CF + DH

�
=

�
P� + P� − P� + P� P� + P�

P� + P� P� + P� − P� − P�

�

P� + P� − P� + P�

= (A+ D)(E + H) + D(G − E )− (A+ B)H + (B − D)(G + H)

= AE + AH + DE + DH + DG − DE − AH − BH + BG + BH − DG − DH

= AE +✟✟AH +✟✟DE +✟✟DH +✟✟DG −✟✟DE −✟✟AH −✟✟BH + BG +✟✟BH −✟✟DG −✟✟DH

= AE + BG

��� � ���

���� ������� ������ � ������������ ����� ��������� � O(nlog� �) ������� ���� ��
�������� � ���� �� ��������� ������� ���� ��� � ≈ O(n�.�)�

�������� ����������

�� ���������� �� ��������� �� �������� ��� ��� ������� ��� �� �� �������������
������������ ��� ���� �� ����� � ���� ���� �������� � ������ �� �� ����� ��������
���� �������� �������� ���� ���� � ���� � ������������� ������������

����� �������� ���� ����������� � ��������� �� �������� � ��� �� ��������� �
������ �� �������� ������� �� �� ���� ��� � ������������� ������������

������� ���������� �������� ���� ��������� ���� � �� �������������������� ���
� O(n�.���) ��� ��� � ����� �� ������� ������ �� ����� ������ ��� � �������� ����
�������� ��� ������� ��� ��� ��� ��������� �� ����� ������������

��� � ���



������� ������

� ������� ������ � ��� ���������� ���� ���� ������� ���������� �� ������� �
���������� ��� ����������� �������� �� ��� ������� ���������� ���� ���������

��� ������� �� ���������� �� ���������� �� �������� �� ��������� � � ���������
�� ���������

��� � ���

�������� �� ������������� �� ��������

������������� �� ��������

���� ���� �������� x � y �� n ������� ����� ��������� � ������� x · y �

������� x = ��n/�a+ b � y = ��n/�c + d � ����� ������

xy = ��nac + ��n/�(ad + bc) + bd

���������� ��
� �������� �������������� ac � ad � bc � bd
� ���� T (n) � ����� �� �������� ������ ���� �������� �� �������� �� ������� n

���� n > � : T (n) ≤ �T
�n

�

�
+ O(n)

���� ���� : T (�) ≤ O(�)

��� � ���

���������� � ���������� �� ����������
� xy = ��nac + ��n/�(ad + bc) + bd
� �������� �������������� ac � bd � (a + b)(c + d)
� ����� ad + bc = (a+ b)(c + d)− ac − bd

���� n > � : T (n) ≤ �T
�n

�

�
+ O(n)

���� ���� : T (�) ≤ O(�)

��� � ���

� ������� ������

���� ��� ����� ���� ��� ����� ����� ���� �������� �������������

�� �������� ������ ����� �� ������������ ��� � ����� ��������

������� ��� ����������� �� �������� ������

���� ���� : T (n) ≤ O(�) ���� n �������������� �������

T (n) ≤ aT
�n
b

�
+ O(nd)

��� � ���



T (n) ≤ aT
�n
b

�
+ O(nd)

T (n) =





O(nd log n) �� a = bd

O(nd) �� a < bd

O(nlogb a) �� a > bd

��� � ���

������������� �� �������� ��� � �������� �����������

T (n) ≤ �T
�
n
�

�
+ O(n)

���� � > �� ������ �� ���� �� ���������

T (n) = O(nlog� �) = O(n�)

��������� �� ���������

T (n) ≤ �T
�
n
�

�
+ O(n)

���� � > �� ������ ������ �� ���� �� ���������

T (n) = O(nlog� �) ≈ O(n�.�����)

��� � ���

����������

T (n) ≤ �T
�
n
�

�
+ O(n)

���� � = �� ������ �� ���� �� ���������

T (n) = O(n� log n) = O(n log n)

��������� �� ��������

T (n) ≤ �T
�
n
�

�
+ O(n�)

���� � > �� ������ ������ �� ���� �� ���������

T (n) = O(nlog� �) ≈ O(n�.��)

��� � ���

����� �� ������� ������

����� ���������� ��� n � ��� �������� �� b�

��������� ���� ����� ��� ���� ���� ��������� ��� �������� ���� �������� ������
� ���� � ������� ������ ��������

�������� � ������ �� ��������

��� � ���



T (n) ≤ aT
�n
b

�
+ O(nd)

��������� �� ����� � �� ������ �� ��������� ������ �������� � ��������� �����
������

������ �� ������������� aj

������� �� ���� ������������ n
bj

�������� �� ����� j ≤ ajO

�� n

bj

�d
�

≤ aj · c · n
d

bjd
= c · nd · aj

bjd
= c · nd ·

� a

bd

�j

������� ����� �� �������

T (n) ≤ c · nd ·
logb n�

j=�

� a

bd

�j

��� � ���

T (n) ≤ c · nd ·
logb n�

j=�

� a

bd

�j

a � � ���� �� ������������ �� �����������

bd � � ���� �� ������������ �� �������� �� �����������
���������������

� �� a = bd � �������� � ���������� ����������� ��� ���� � ������ � ��������
O(nd log n)

� �� a < bd � �������� ���� ����� ���� �� ����� �������� O(nd)
� �� a > bd ����� ������ ������ � �������� � �������� ��������� ���� ��� ��������

O(������ �� ������)

��� � ���

T (n) ≤ c · nd ·
logb n�

j=�

� a

bd

�j

� �� �
S

r = a
bd

�� r = �� S =
�logb n

j=�
� = logb n ����

T (n) ≤ c · nd · logb n � �� � ����� ������ ��� T (n) = O(n log n)

�� r < �� S =
�logb n

j=�

�
a
bd

�j ≤ � + r + r� + . . . ���� � ��� ���������� ����������
�� ����� r < �� ���������

T (n) ≤ c · nd · �
� − r

� �� � ����� ������ ��� T (n) = O(nd)

��� � ���

T (n) ≤ c · nd ·
logb n�

j=�

� a

bd

�j

� �� �
S

�� � � ��

S =

logb n�

j=�

r j = � + r + r� + . . .+ r logb n

���� � ��� �� �� ����� r �

Sx =
a�(� − r x)

� − r
S =

� − r logb n

� − r
=

r logb n − �
r − �

≤ c �r logb n

����

T (n) ≤ c ·nd ·c � · r logb n = c ·nd ·c � · alogb n

blogb n.d
= c ·nd ·c � · a

logb n

nd
= c ·��nd ·c � ·

alogb n

��n
d

T (n) ≤ cc �alogb n = cc �nlogb a � �� � ����� ������ ��� T (n) = O(nlogb a)
��� � ���


