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Teorema Mestre

@ O teorema mestre é uma ferramenta atil para avaliar algoritmos de diviso e
conquista, que normalmente precisam de uma analise matematica mais complexa.

@ Por exemplo os algoritmos de Karatsuba, de Contagem de Inversdes e o Algoritmo
de Strassen.
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Fontes

@ [clrs] Algoritmos: Teoria e Pratica (Terceira Edicdo) Thomas H. Cormen, Charles Eric Leiserson,
Ronald Rivest, Ronald L. Rivest e Clifford Stein.

@ [timr] Algorithms llluminated Series, Tim Roughgarden
Apresentacdo Baseada:

@ Stanford Algorithms
https://www.youtube.com/playlist?1ist=PLXFMmlk03Dt7Q0xr1PIAriY5623cKiH7V
https://www.youtube.com/playlist?1ist=PLXFMmlk03Dt5EMI2s2W(BsLsZ17A5HEK6

@ Conjunto de Slides dos Professores Cid C. de Souza, Candida N. da Silva, Orlando Lee, Pedro J.
de Rezende

@ Conjunto de Slides do Professores Cid C. de Souza para a disciplina M0420

Qualquer erro & de minha responsabilidade.
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Problema da Multiplicacdo de Inteiros

Multiplicacdo de Inteiros

Dado dois inteiros x e y de n digitos cada. Encontrar o produto x - y.

Dividir x = 1023+ b e y= 10"2¢ + d, dessa forma:

xy = 10"ac + 10"?(ad + bc) + bd

o Estratégia 1:

» calcular recursivamente ac, ad, bc e bd
> seja T(n) o tempo de execu¢do maximo para resolver um problema de tamanho n

Paran>1: T(n) <4T (g) + O(n)

Caso base : T(1) < 0(1)
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o Estratégia 2 (Algoritmo de Karatsuba)
» xy = 10"ac 4 10"/?(ad + bc) + bd
» calcular recursivamente ac, bd e (a+ b)(c + d)

> obter ad + bc = (a+ b)(c + d) — ac — bd

Paran>1: T(n) <3T (g) + O(n)
Caso base : T(1) <0(1)

+ O(nd)

se g = bd
se a < b9
se a > b9
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O Teorema Mestre

@ Pode ser usado como uma caixa preta para resolver recorréncias.

@ S6 funciona quando todos os subproblemas tem o mesmo tamanho.

Suponha uma recorréncia da seguinte forma:

Caso base : T(n) < O(1) para n suficientemente pequeno

T(n) < aT (g) + O(n9)

Multiplicacdo de Inteiros com 4 chamadas recursivas:
e T(n)<A4T (g) + O(n)
@ Como 4 > 2, caimos no caso 3. Portanto:
o T(n)= O(n"8*) = O(n?)

Algoritmo de Karatsuba
e T(n)<3T(5)+ O(n)
@ Como 3 > 2, também caimos no caso 3. Portanto:
° T(n) — O(nlog2 3) ~ O(n1.58496)
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T(n) < aT (g) +0(n%)

O(nlogn) sea= b9
T(n) = { O(n%) sea< b?

O(n'853)  se 3> b9
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MergeSort:
e T(n)<2T (3)+ O(n)

. T(n) = O(nd) se a < bd
@ Como 2 = 2, caimos no caso 1. Portanto: 0(H%?) e s> b9
e T(n) = O(n'logn) = O(nlog n)

Algoritmo de Strassen
o T(n)<7T (2)+ O(n?)
@ Como 7 > 4, também caimos no caso 3. Portanto:
e T(n)= O(n'°g27) ~ O(n2‘81)
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n

T(n)gaT(b

) +0o(n%)

@ Considere um nivel j da arvore de recursdo. Quanto trabalho é executado nesse
nivel?

o Namero de subproblemas: &

@ Tamanho de cada subproblema:
) d . d EY
Trabalho no nivel j < 40 ((ﬁ) ) < a’«c~% =c-n?. 2
Somando todos os niveis:
log, n )

T(n)y<c-n?. Z (%)J

j=0
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Prova do Teorema Mestre

@ Vamos considerar que n é uma poténcia de b.

@ Ressalva: Essa prova n3o estd 100% rigorosa, mas funciona para entender porque
e como o teorema mestre funciona

@ Usaremos a arvore de Recursio

log, n .

T(n)<c-n9. Z (%)J

Jj=0

@ 2 é a taxa de proliferacdo de subproblema

o b? & a taxa de encolhimento do trabalho no subproblema
@ Intuitivamente:
» se a = b o trabalho & igualmente distribuido por toda a arvore e portanto
O(n?log n)
> se a < b o trabalho mais bruto esta na raiz, portanto O(n9)

» se a > b temos muitas folhas e portanto o trabalho principal esta |a, Portanto
O(namero de folhas)
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log, n N
T(n)<c-n?. Z (ﬁ)
j=0
S

-]
Or—p

eser=1, S:Z}Ofg"lzlogbn logo

T(n) < c-n? log,n e ai é facil mostra que T(n) = O(n log n)

I j L . "
eser<i1, §5=372" (&) <14r+r>+...issoéuma Progressio geométrica
de razdo r < 1. Portanto:

1
T(n)gc-nd-1

e ai é facil mostra que T(n) = O(n9)
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log, n j
d a
T(n)<c-n%- Z (ﬁ)
Jj=0
——
S
@ Ser>1:
log, n
S= Zr1:1+r+r2+...+r'°gb"
j=0
Isso € uma PG de razdo r.
a(l—r> 1— rlogsn  flogpn _ 1
S, = 1(1 ) S = : _ : Sc/rlogbn
—r —r r—
logo
log, n logy, n log, n
pd. . pogsn — opd . 2 —c.nd. .2 e .2
T(n)<c-n®-c-r =cnt g = €N C g —C}a‘{c

T(n) < cc’a®® " = cc'n'°%62 ¢ aj é facil mostra que T(n) = O(n'°%+?) [



