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���� �������� ������� �� ����������� n� � ����� ����� �� �������� �� ���������
���� ����� ����������� � O(n log n)�

������������� ��������� ���� ������� �� ������� A �� ����������� n�

������ ��������� Ω � ����� �� ��������� ���������� �� �������� �� ����� ��
����������

�������� ���������� ���� �������� σ ∈ Ω� C (σ) � ������ �� ����������� �����
���� ��������� �� ������� ����� ���� ��������� ��������� ���� �� �������� σ� ����
��� � ����� �� �������� ����� �� ��������� � �������� ��� ���� �������

� �������� ����� � ������� ��� E [C ] = O(n log n)

� � ��



��������
� zi � i������ ����� ��������
� �� ����� zi ��� � � �������� ��� ���� ������������� �� i������ ������� �� ������ ���

��� � �������� ��� ��� ������ � i������ ������� �� ����� ������ ���������

( �����
z�

, ������
z�

, �����
z�

, �����
z�

)

� ���� ��� ������� σ� � i < j � ���� Xij(σ) � ������ �� ����� ��� zi � zj ���
�����������

������ ���� ��������� �� �������� ������� ����� ���� ����� ��� �����������
� �
� � �� �
� �� � �� �
� ���� ����� � � n − �

� � ��

��������� �� ���������
�������� �� ������� A� ������� l � r
������ �� ������� ��� �� ������

��������� �� A ����� ���������
�� r − l ≤ � ����� ������� A��

p � ����������� �� ����

������������ �� ������

������������ ���� ����

������� A��

��������� �� ��������
�������� �� ������� A� ������� l � r
������ � ����� ������� ��� ������������
������ � ����� �� ���� ��

pivot � A[l ] ��

i = l + ���

���� j = l + � ��� r �����

�� A[j ] < pivot ������

����� A[j ] � A[i ]��

i = i + ���

����� A[l ] � A[i − �]��

������� i − ���

� � ��

������� ����� ���������� �������� C �� ������ �� X

C (σ) =
n−��

i=�

n�

j=i+�

Xij(σ), ∀σ ∈ Ω

���� ����������� �� ��������� ���������� ��� ��� �� ������ ����� �� �� ���������
��� ����� ��������������

E [C ] = E



n−��

i=�

n�

j=i+�

Xij


 =

n−��

i=�

n�

j=i+�

E [Xij ].

�����

E [Xij ] = � · Pr [Xij = �] + � · Pr [Xij = �]

=✭✭✭✭✭✭✭� · Pr [Xij = �] + � · Pr [Xij = �]

= Pr [Xij = �] = Pr [zi � zj ����� ����������]

E [C ] =
n−��

i=�

n�

j=i+�

Pr [zi � zj ����� ����������]

� � ��

����

���� ���� i < j � Pr [zi � zj ����� ����������] = �

(j−i+�)

���� zi , zj ��� i < j �
��������� � �������� {zi , zi+�, . . . , zj−�, zj}�
����� ��� ������ ������ ������� ���� ��������� ���� ����� ����� ����� ��������
������ ���� � ����� ������� ����������
��������� ����� � �������� ������ {zi , zi+�, . . . , zj−�, zj} ��� � ��������� ����
�����

� �� zi �� zj ��� ��������� ��������� ���� ����� �����������
� �� �������� �� ��� ������ ����� zi � zj ����� ����� �����������

���� � ������� � ��������� �������� �� ��� ��������� �� �������� ��� � �����
������ �� ��� ��������� �������� ��� ��������� � �������� � ������ ����� �����
���������� �

�
(j − i + �)

� � ��



�����

E [C ] =
n−��

i=�

n�

j=i+�

Pr [zi � zj ����� ����������] =
n−��

i=�

n�

j=i+�

�
(j − i + �)

E [C ] = �
n−��

i=�

n�

j=i+�

�
(j − i + �)

�
����� ���� ��� � ���� �������

n�

j=i+�

�
(j − i + �)

=
n�

j=�

�
j
≤ ln n

E [C ] ≤ � · n · ln n
� ���������
� ����� �� �������� �������� �� ��������� � O(n log n)

� � ��

�������� �� �������

�������� �� �������

���� �� ������� A ��� n �������� � �� ������� i ∈ {�, �, . . . , n}� ��������� � i������
����������� �� ������ �� ����� � i������ ����� ������ �� A�

��������� ��������� ��������� � ������� �� �� ���������
� ������� ����������� � ����� ������� ��� ��������� �� �� �������� �� ������
���� �������� ���� �������� �� O(n log n)�

� ������� A � �������� A[i ]�
� ���� � ��� ������� ���������� ������� ��� ��������� �� �� �������� � ���� ���

��������� �� �������� �� ���� �� ��������� ���� �������� � ��������� �� ��������

�� � ���� � ��������� ���� ��������� � �������� �� ���� �������� ���� ����� ���

�������� �� �������

���� ��� ������� ����� �������
���������� ��� ����� ��������� ���� ������ ��� ������� ���� ���� �����
���������� ��� ����� �� ������� ��� ���� ��� ���� ��� ����������� ���� ����
������� �� O(n) �� ��� O(n log n)�

�� � ��

�������� �� �������

�������� ��������� �� ��������� �� ����� �������� ������

������ ���� � ��������� �������� �� ����������

(�, �, �, �, ��, �, �, �)

��������

(�, �, �� �� �
≤�

, �, ��, �, �, �� �� �
≥�

)

� ������� ��� ���������� � �� ����� ���������
� ������� ��� ���������� �� ���� ��������
� ��������� � �������� � ����������� ��� ��� � � �� ����� ��������
� ������� ����� �������� � �� ����� �������� �� ������� ����� �� ��������

�� � ��

��������� �� ��������
�������� �� ������� A� ������� l � r
������ � ����� ������� ��� ������������
������ � ����� �� ���� ��

pivot � A[l ] ��

i = l + ���

���� j = l + � ��� r �����

�� A[j ] < pivot ������

����� A[j ] � A[i ]��

i = i + ���

����� A[l ] � A[i − �]��

������� i − ���

��������� �� ��������
�������� �� ������� A� ������� l � r �

������� i
������ � i������ ����������� �� �����
�� l == r ����� ������� A[i ]��

p � ����������� �� ����

j � p − l + � ��p � � j������ ����� ������

�� ����� ������
�� j = i ����� ������� ������

�� j > i ����� ������� ���������A� l ��

p − �� i��
�� j < i ����� ������� ���������A� p + ���

r � i − j��

�� � ��



�������� � �������

��������� � ������� �� ����������
�������������

� ����� ����� �������
� ���� � ����� �� �������� �� ���� ����� �� ����� �� �� �������� ������ ����������

�� ����� ���� ������������� ��������� O(n�)�
� ���� � ����� �� �������� �� �� �������� ������ ���������� �� ����� ����

���������� ���������

T (n) ≤ T (n/�) + O(n)

� ������� ������� ���� a < bd ������ �� ���� �� � �������� T (n) = O(n)�

����� ���� �� ��������� �� ���� ��������� ��� ��������� ���� ������ ����� ��
���������� �� �������� ���� ��� ����� ��������� ���� ���������� ��� ����������

�� � ��

�������� � ������������

�������

���� �������� ������� �� ����������� n� � ����� �� �������� �������� �� �������� �
O(n)�

���� ��������� � �������� ����� ������� � �������� �� �������� �� ������

������� ��� �������� ���� �� ���� j �� � ������� ����� �� ������� ���� ������
�

�

�j+�
n �

�
�

�

�j
n

��� �������� �� n = �����

���� �������
� ����� �����
� ����� ����
� ����� ����
� ����� ����

� � � � � �

�� � ��

� ��������� �������� ������� ≤ cn ��������� ���� ������ ��������� c > ��

���� Xj ��� �������� ��������� �� ������ �� �������� ���������� ������� � ���� j

����� �� ��������
�� ��������

≤
�

Fases j

Xj · c ·

������� ������ ��
����� ������� ���� �� �� ��

�
�

�j

n

� �� �
��������� ��� �������
����� �� ���� �

����� �� ��������
�� ��������

≤
�

Fases j

Xj · c ·
�
�
�

�j

n

�� � ��

�� �������� �������� �� ���� ��� ��� ��� ������� �� ��− ��% �� �������

< p � > p

����� � ���� ����� ��������

�� ��� ��� �������� � ����������� ������ ��� ��� � ����� ������� � �� ������
��%

������ ��� ������ ��� ��������� ���������� ��� ��� ��� ������� �����
���������� � �������� � ������������� �� ������ ���� � ������� ���� � �� ��%

����� ����� ��� ���� � � ����� ������������� �� ����� ��� ����� � ����� �������

E [Xj ] ≤ ������ �������� �� ����� ��� ���� ������� ����� ��� ����� ���� �����
�������

�� � ��



E [Xj ] ≤ E [N]� � � ������ �������� �� ����� ��� ���� ������� ����� ��� �����
���� ����� �������

E [N] = �+
�
�
E [N]

E [N]− �
�
E [N] = �+

�
�
E [N]− �

�
E [N]

�
�
E [N] = �

�
�
E [N] · � = � · �

E [N] = �

�� � ��

����� �� ��������
�� ��������

≤
�

Fases j

Xj · c ·
�
�
�

�j

n

E


 �

Fases j

Xj · c ·
�
�
�

�j

n


 = cn · E


 �

Fases j

Xj ·
�
�
�

�j



(L.E .) = cn ·
�

Fases j

E [Xj ]

�
�
�

�j

≤ �cn ·
�

Fases j

�
�
�

�j

= �cn ·

���� �� ����� ���� �� ��
�+

�
�
+

�
�
�

��

+

�
�
�

��

+ . . .

�
= �cn ·

�
�

�− �/�

�
= �cn · � = �cn

E [����� �� �������� �� ��������] = O(n)

�� � ��

�� ��������� �������� ���� ���������� �� ���������

���������� �� ��������� ���� � �������������� ����������� ��������������
���������� ��������� � �������� ������� ��� ������������� �� ����������
����� ���� ����������

� � ������ ����� ������ ��� ������� ������� ������� ����������� ����� ��
��������� �� ��������

�� ������ ��� ������� ������� ����������� �� ��������� ��� ������
����������� ������� �� ��� �������

��� ���������� �� ���������� ������ ���� ��������� ���� �������� ���� �� ��������

������� ���������� �� ��������� ��� �� ������� �� ����� ���� �� ��������� ���
�� ������ ����������� ������������� ����������

��� ����� ���������� ������ �� ������ �������� ����� �� ������ ��� ��� ��������
��� N �������� ��� ������� �� ����� �������� ������������� ������������ ����� � �
��

�� � ��

�������

���� ��������� �� ��������� ������� �� ����������� ��� �� ����� �� �������� ��
���� ���� Ω(n log n)�

������� ��� ������� �������� �� ����������� n � �� ��������� ������� ��
����������� ��� ������ ������������ ���� ��������

���� K � ������ �� ����������� ������ ���� ���������

���� ���� ���������� � ��������� ��� �� ��������� ������� � �� �

�������� � ������ ����� �� ���������� ��������� � �K

� ������ �������� �� ����������� �� ������� �� ������� � n!

�� � ��



�� �K < n! ���� ��������� �� ���� ��� ������ ���� �������� ��������� ���� ����� ��
������ ����������� � ��� � �� ������� �� ��� � ��������� ������ �������������
���������

�K ≥ n!

= n(n − �)(n − �) . . . (n/�) . . . �

≥ n(n − �)(n − �) . . . (n/�)� �� �
n/� ������

≥ (n/�)(n/�)(n/�) . . . (n/�)� �� �
n/� ������

= (n/�)(n/�)

�� � ��

�K ≥ (n/�)(n/�)

log �K ≥ log(n/�)(n/�)

K log � ≥ (n/�) log(n/�)

K ≥ (n/�) log(n/�)

�������� K � Ω(n log n)�

����� ����� ������ ��������� ������� �� ����������� ���� ��� ������ ���
O(n log n)�

������� ������ ��� � �������� �� ������� � ���� ����� ��� � �������� ��
����������

�� � ��


