Algoritmos

Pedro Hokama

Grafos

Dois ingredientes:

o Veértices, Nos (Vertex, Vertices, Nodes). Normalmente o conjunto de vértices é

denotado por V
@ Arestas (Edges) = pares de vértices.

» Grafo ndo direcionado (undirected graph): arestas sdo pares ndo ordenados de

vértices. Normalmente o conjunto de arestas é denotado por E.

» Grafo direcionado (directed graph): arcos (arcs) sdo pares ordenados de vértices, o
primeiro vértice é a ponta inicial (tail) e o segundo é a ponta final (head).

Normalmente o conjunto de arcos é denotado por A.
» Alguns autores usam arestas ou arcos para ambos os casos.

@ Normalmente um grafo é denotado por G = (V, E).
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@ [clrs] Algoritmos: Teoria e Pratica (Terceira Edicdo) Thomas H. Cormen, Charles Eric Leiserson,
Ronald Rivest, Ronald L. Rivest e Clifford Stein.

@ [timr] Algorithms llluminated Series, Tim Roughgarden
Apresentacdo Baseada:
@ Stanford Algorithms

https://www.youtube.com/playlist?1ist=PLXFMmlk03Dt7Q0xr1PIAriY5623cKiH7V
https://www.youtube.com/playlist?1ist=PLXFMmlk03Dt5EMI2s2W(BsLsZ17A5HEK6

@ Conjunto de Slides dos Professores Cid C. de Souza, Candida N. da Silva, Orlando Lee, Pedro J.
de Rezende

@ Conjunto de Slides do Professores Cid C. de Souza para a disciplina M0420

Qualquer erro & de minha responsabilidade.
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o Grafos aparecem n3o apenas na Ciéncia da Computacdo mas em varias areas.
Ciéncias sociais, biologia, engenharias etc.

o Exemplo: Mapas de ruas/estradas, Internet (paginas e links), Redes Sociais,
Restricdes de Precedéncia (disciplinas e pré-requisitos), etc.
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Grafos Esparsos e Densos

Considere um grafo ndo direcionado com n vértices, sem arestas paralelas e conexo (ou o Na maioria das aplicagdes |E| & normalmente algo entre Q(|V|) e O(|V|?)

seja existe pelo menos um caminho entre qualquer par de vértices). Qual é o namero o Diremos que um grafo & esparso se | E| estiver préximo de O(| V)
minimo e o nimero maximo de arestas que um grafo pode ter, respectivamente?

o Diremos que um grafo & denso se |E| estiver mais préximo de O(|V/|?)

en—1len(n—1)/2
en—1len?
e ne?2”
enen”
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Representacdo de Grafos - Matriz de Adjacéncia Matriz de Adjacéncia

@ Podemos representar um grafo G por uma matriz A de 0's e 1’s de dimensio
[VI x |V]. Em que Aj =1 < {i,j} € E

Para avaliar uma estrutura de dados, dois bons pontos importantes a considerar
L2 s 4 sdo:
» A quantidade de meméria que ele ocupa

@‘ > e as operacdes que ela permite executar (e em que complexidade)
X @ o Quanto espaco uma matriz de adjacéncia requer, em funcdo do nimero de vértices
e arestas.
© > (V)
> O(|E|)
Variantes: L > O(|V|+IE])
] *[o]4a] » O(|V|?
@ Aj pode ser o nimero de arestas se houverem arestas @\3 ESNPICY| (V%)
paralelas. @/ B > ploke ] @ Se o grafo for denso, essa € uma boa representacdo, note que o espaco em
. . meméria ndo depende do nimero de arestas.
o Ajj pode ser o peso da aresta caso sejam diferentes.
@ Porém se |E| for préximo de O(|V/|) essa representacdo desperdica muita memodria.

{—l—l se a aresta vai de / para j
o Aj=

—1 se a aresta vai de j para i
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Lista de Adjacéncia

@ Podemos representar o Grafo com listas de adjacéncias, em que armazenamos um
vetor (ou lista) de vértices. E cada vértice tem uma lista para os seus vizinhos.

@ Quanto espaco uma lista de adjacéncia requer, em funcdo do namero de vértices e
arestas.
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Corte Minimo em Grafos

@ Algoritmo Aleatorizado de Contracio

melhor estrutura?

Qual a

@ Depende da densidade do grafo e
@ das operacdes que vocé ira realizar.

@ Por exemplo, se vocé for executar um algoritmo que pergunta muitas vezes se um
vértice i é vizinho de j? é mais facil em uma matriz.

@ Se vocé precisa percorrer todas as arestas? é mais facil em uma lista de adjacéncia.

o Considere um grafo onde cada pagina & um vértice, numa estimativa bem
conservadora temos 10 bilhdes de paginas. Numa lista de adjacéncia temos c10'0,
grande porém ainda pode ser tratado com computadores modernos. Agora 1020 ja
é impraticavel.

@ Por enquanto vamos considerar entdo que o nossos grafos serdo representados em
lista de adjacéncias.
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Cortes em Grafos
Definicao
Um corte de um Grafo G = (V/, E) é uma particdo de V em dois conjuntos ndo vazios
Ae B.
A g
,\ -t
Uma aresta de corte de um corte (A, B) sdo aquelas com
@ um extremo em A e outro em B (em grafos no direcionados)
@ com o inicio em A e o final em B (em grafos direcionados)
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Cortes em Grafos

Quantos cortes (aproximadamente) um grafo com n vértices tem?
en
o n?
e 2"

e n"

Quantas arestas de corte tem um corte minimo no grafo acima?
o1
02
e 3
e 4
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O Problema do Corte Minimo

Problema do Corte Minimo

Dado um Grafo ndo direcionado G = (V/, E). Encontrar um corte com o menor niimero
de arestas.

O corte com o menor nimero de arestas em um grafo é o corte minimo

Arestas paralelas sdo permitidas.
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Cortes em Grafos

Aplicagdes:

Identificar gargalos em redes (de computadores, de estradas, etc)

Suponha que vocé queira redundancia na sua rede para que a falha em uma (ou
duas, ou mais) arestas principais ndo desconecte sua rede.

Ou suponha que vocé quer sabotar um inimigo bombardeando uma estrada
desconectando suas cidades.

Detecgio de comunidade em uma rede social. Grupos de usuarios conectados entre
si, mas com pouca conexdo para o restante do grafo.

Em reconhecimento de imagem, vocé pode entender cada pixel de uma imagem
como um vértice com arestas para seus vizinhos, cada aresta com um peso de
acordo com a semelhanca dos dois pixels. Um corte minimo pode ser usado para
encontrar objetos dentro da imagem.
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Algoritmo Aleatorizado de Contra¢ado

@ Publicado por David Ron Karger, em 1993, quando aluno do Doutorado na
Universidade de Stanford. (Hoje é professor no MIT)

o |deia:

Algoritmo 1: Algoritmo Aleatorizado de Contragdo

Entrada: Um Grafo G

Saida: Um Corte

1 enquanto houverem mais de 2 vértices faca

2
3
4

5 devolva o corte representado pelos 2 vértices finais;

escolha uma aresta aleatéria {u, v} com probabilidade uniforme;

fundir (contrair) u e v em um dnico vértice;
remover auto-lagos ;

Exemplo - Execucdo?2
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Exemplo - Execucdo

Jeledady

Cor"le min rw {
QA 0[‘6)405

@ Algoritmo Aleatorizado de Contracdo as vezes encontra o corte minimo, as vezes
nao.
@ Sera que um algoritmo assim é atil?

@ A probabilidade de encontrar a resposta certa, € maior que zero, mas menos que 1.

Mas qual sera? =
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