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Revisdo(zinha) de Probabilidade - parte2 Probabilidade Condicional
Probabilidade Condicional Entender a probabilidade de um evento dado um segundo evento.

o Considere os eventos X, Y C Q.

Na primeira revisdo de probabilidade vimos: Q
@ Espaco Amostral

@ Eventos

@ Variaveis Aleatdrias

@ Esperanca

o Linearidade da Esperanca
Hoje veremos:

@ Probabilidade condicional e Entdo a probabilidade de X dado Y é:
@ Independéncia de Eventos e Variaveis Aleatérias

PriX N Y]

PIXIY] = =
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Suponha que vocé jogue 2 dados, qual a
probabilidade de pelo menos um dado ser 1
dado que a soma deles é 77

> 1/36
1/6
1/3
1/2

X = pelo menos um dado é um 1

vvYyy

Y = a soma de dois dados é 7

Y ={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}
XNnY={(1,6),(6,1)}

Independéncia de Eventos

Definicdo

Eventos X, Y C Q sio independentes se e somente se

Pr[X N Y] = Pr[X].Pr[Y]

@ Uma definicdo equivalente é P[X|Y] = Pr[X]
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Prlum dado ser 1 e a soma ser sete]

Pr[um dado ser 1|a soma é sete] = prl te]
r[soma ser sete

2/36 236 2 1

T 6/36 366 6 3
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Independéncia de Variaveis Aleatérias

Definicdo
Variaveis aleatérias A e B definidas para um mesmo Q s3o independentes se e somente
os eventos A = a e B = b s3o independentes para todo a e b

o Uma definicdo equivalente é P[A=ae B =b| = Pr[A=a] - Pr[B = b]
@ Se as variaveis sdo independentes E[A - B] = E[A] - E[B] (diferentemente da
linearidade da esperanga, essa propriedade sé se aplica a varidveis independentes)
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Algoritmo Aleatorizado de Contra¢ado
Qual a probabilidade de sucesso?

@ Queremos encontrar um limitante inferior para essa probabilidade. Ou seja
queremos mostrar que a probabilidade do algoritmo encontrar um Corte Minimo
ndo é menor do que um determinado valor.

o Considere um Grafo G = (V/, E) com n vértices e m arestas.

o Considere o corte minimo (A, B), queremos encontrar esse corte! (Podem existir
outros cortes minimos, mas vamos considerar que estamos interessados somente
nesse, ja que queremos um limitante inferior)

@ Seja F o conjunto de arestas de corte em (A, B) e |F| = k.

boog
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@ Queremos saber a probabilidade de nenhuma aresta em F ser contraida no
algoritmo.

@ Seja S; o evento de que uma aresta de F foi contraida na iteracdo /
o Entdo —S; é o evento de nenhuma aresta de F ser contraida na iteracdo i

@ A probabilidade do nosso algoritmo funcionar sera:

Pr[ﬁ51 N=SN-SN-5Nn...0n=5,.3N ﬁ5n72]
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@ Se uma aresta de F for escolhida durante o algoritmo, um vértice de A e um
vértice de B serdo fusionados, causando um corte diferente, e portanto o algoritmo
falhara.

@ Ja se nas n — 2 iteracdes apenas arestas com os dois extremos em A ou os dois
extremos em B forem selecionadas, o algoritmo vai ser bem sucedido.

@ Pr[devolver (A, B)] = Pr[n3o contrair uma aresta de F]

@ Qual é a probabilidade de uma aresta do corte (A, B) ser escolhida na primeira
iteracdo? Sendo n o nimero de vértices, m o namero de arestas e k 0 namero de
arestas do corte.

> k/n

k/m

k/n?

n/m

vYyy

o Para as proximas iteracdes serda complicado encontrar essa probabilidade em termos
do nimero de arestas, pois 0 namero de aresta varia de maneira imprevisivel.

o Entdo sera atil encontrar um limite para essa probabilidade em termos do nimero

de vértices. Ja que esse nimero se comporta bem: A cada iteracdo diminuimos em
1 o nimero de vértices.
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Definicdo
O grau de um vértice v & o nimero de arestas incidentes em v. Normalmente denotado
por o(v).

@ O grau de qualquer vértice em V & pelo menos k. (Do contrario ({v}, V — {v})
seria um corte melhor do que (A, B)).

Z d(v)=2m

veV

o Note que

ja que cada aresta contribui em 2 para a soma total dos graus.

_ Suevdv) | Lievk
2 - 2
kn
m> —
-2
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@ Queremos entdo saber a probabilidade do algoritmo n3o contrair uma aresta de F
na segunda iteracdo dado que ndo contraiu na primeira, ou seja:
@ Vejamos o complemento, a evento de contrair uma aresta de F na segunda
iteracdo dado que n3o contraiu na primeira, ou seja:
k

num. arestas restantes

Pr[SQ‘—'Sl] =

o Como cada né restante & um corte, o grau de cada n6 é > k. E portanto o
namero total de arestas é

num. arestas restantes > k(n—1)/2

@ entdo
k 2
= < =
Prisal=5l < =12 = 71
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Como m > % ent3o:

e Entdo a probabilidade do algoritmo falhar na primeira iteracdo é menor que 2/n

o Note também que a probabilidade de ndo falhar & Pr[-S;] > (1 — 2) = 22

14/21
o Para qualquer iteracdo i a probabilidade de eu contrair uma aresta de F dado que
eu n3o o fiz nas iteracdes anteriores é analogo.
k
Pr|Silf 17Si| =
il ﬂ J num. arestas restantes
J<i
@ Como cada né restante também & um corte, o grau de cada né é > k, o nimero
total de nés é n — i + 1. E portanto o nimero total de arestas é
num. arestas restantes > k(n—i+1)/2
@ entdo
k 2
Pr |S; =S| < - = -
'\ﬂ N = k(n—i+1)/2 n—i+1
<i
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Pr 5,|ﬂﬂ51 Sm

Jj<i

@ Dessa forma a probabilidade de Ndo contrair uma aresta de F na iteracdo i dado
que também n3o contraiu nas anteriores é

2 n—i4+1—-2 n—i-—1
g ‘ﬂ =T i rl . n—i+l  n—i+1
<i
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1
Pr[ﬂ51ﬁ—|520ﬂ53ﬂﬂ54ﬂ...ﬁﬂ5,,_3ﬂ—| n_Q]Z?

o Entdo a probabilidade do algoritmo funcionar é... muito baixa!

o POREMI!!! Veja bem. Se vocé pegasse um corte aleatério a probabilidade dele ser
0(AB)é 2

1 1
n ‘ 27 nZ
1 1
5 2 2%
1 1
10 1024 100
100 L L
1267650600228229401496703205376 10000

@ Podemos fazer um truque para melhorar essa probabilidade. Basta executar o
algoritmo vérias vezes!
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Pr[ﬁ51 N=SN-SN-5N...N=S,_3N~ ,,,2]
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2 2 2 1
= > - =
n?—n—2n2—n~"2n%2 n?
1
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Maltiplas Execucdes

o Iremos executar o algoritmo N vezes, e devolver o menor corte encontrado.
@ Quantas execucdes serdo necessarias?

@ Seja T; o evento de que o corte (A, B) seja encontrado na j-ésima tentativa. T;
sdo independentes.

Pr(falhar nas N tentativas] = Pr[-T1 N ... N~ Ty]

(ind.) = ﬁ Pr~T)] < <1 . )N

, n?
Jj=1

1\N
Pr[falhar nas N tentativas] < <1 — —2)
n
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o Para qualquer numero real x, 1 + x < &*

. 1\"
Pr[falhar nas N tentativas] < (1 - —2>
n
< (e_l/nz)’v
_ efN/n2
1
- eN/n?
@ Para N = n?
1
Pr[falhar nas n? tentativas] < = ~ 37%
e
e Para N=n?Inn
1 1
Pr[falhar nas n”In n tentativas] < — = —
e’ - n
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