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� ������� �� ������� �� ����� ��� ����������� �� ���� � ����������� A ���� �������
������

� ���� (u, v) � ������� ������ �� ����� ��� ����������� �� ����� �� ��� ������ ��
����� ��� �� ������� �� A� ����� ��� � ���������� ���� ���������� ��� � ������ �
������ A = A ∪ {(u, v)}�

� ������� � ����� �������� ��� ��� |V |− � ������� ������ ���� ��������
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� ��������� �� ������� � ������� ����������� �� ��������� �������� ���������
��������������

���� ��� ������ ��� ������ (u, v) � ������� �� ����������� C� � C� �������� u
� v � ���������������� ��� ���������� � ����� ��� ��� (u, v) � ��� ������ ���� ����
δ(C�) ��� δ(C�)�� ��������� (u, v) �������� �� ��������� �� ��������� ����� � ���
������� � ��������� �� ����������

�� ��� �������� ��������� � ������� ������� �������� � � ������� �������� ���
����� �������� �� ����� � �� ������� �� A�

���� ����������� � ��������� �� �������� ���������� ��������� ��� �������
�������� �� ������ �� ����������� �� ������� GA = (V ,A)�

� � ��



� ��������� �� ������� ���� ���

�� ����������� �� ����������� ����� ��� ����������� �� ���� ��� ����
��������� ����� ������ ����� ������������

� ���� �� ������� u� ��������� � ���������� �������� u�
� ����� ���� �������� u � v �� ����������� ��������� C � C �� ���� C � C � �� ���

����� �����������

���� ���������� ��� ���� ���������� ����� ���������� �� ������������� ��
��������� �� ��������

����� �������������� ��������� ��� a[u] � ���������� �������� �� GA = (V ,A)
��� ������ � ������� u �� �������� ���������

� � ��

��������� �� �������� �������������
��������G ,w�

�� W ← �� A ← ∅� � ��������������
� ������� GA ��� |V | ������� ��� �� ������� ����

�� ���� ���� v ∈ V ���� a[v ] ← {v}� � a[v ] � ����������� ��� v
� ����� �� ������� �� ����� ��� ����������� �� ����

�� L ← �������E �w��
�� k ← �� � ����� ������� �������
�� �������� k �= |V |− � ����

�� �������L, (u, v)�� � ����� �������� ������ �� L
� ���� ����������� �� u � v

�� a[u] ← ���������(u)� a[v ] ← ���������(v)�
�� �� a[u] �= a[v ] ����� � ������ (u, v) �� ��� ����� ����� ��� A
�� A ← A ∪ {(u, v)}�

��� W ← W + w(u, v)�
��� k ← k + ��
��� �����a[u], a[v ]�� � ���� �����������
��� ������� �A,W ��

� � ��

��������� �� �������� ������������

����� ��� �� ����������� �� GA ��� �������� �� ���� ��� �� ��������� �� ���������

�� ����� � � ���� �� ����� �� ����� ������ ��� ������������ O(f (|V |)) � O(g(|V |))�
����������������

� ��������� �� ����� � ��� ������������ O(|E | log |E |) � ������ � ������������ ���
������ ��������� ��� �������������� ��� ������ �� � � ��

� ���� ��� ������ ���� ���� ��������� O(|E |) �� ���� �����
����� � ������������ ����� ��� ������ � � � ���� O(|E |.f (|V |))�
�� ������ �� � � �� ����� ���������� |V |− � ����� �� ����� ���� ��� ��� ������ �
������������ ����� �� �������� ������ ������ ���� O(|V |.g(|V |)�
� ������������ �� ��������� �� ������� ���� �����

O(|E | log |E |+ |E |.f (|V |) + |V |.g(|V |))

���� ����� ��� ������������ �� ��� ��������� �� ����� ��� ������� ���������

������������� �� ����������� �� GA�

� � ��

��������� �� �������� ������������ � ��������� ���������

���� ��� �� ��������� �� �������� ��� ����������� �� GA ������ ��� ������� ��

��������� ��������� �� V � ����� ����� ��������� � ��������� ��� ��������� ��
��������� ��������� � �����

� ����������� �� ������������� � ����������� �������� �� ������� �� ���������
��������� ��� ����� ��������� ������ �� ����� �������� ���� ���������� ��
������������ � ��������� �������������� ���� � � ���� �� ����

���������� �� ����� ������� ���� ������� �������� ���������� ����� ���� �
���������� �������� ���� �������� ��������� �������� � �������� ��������� ��
O(�) ���� �� ���� ����� �������� �� ����� O(|V |) ���� �������� ��� ��������
�� ������

� ����������� � � ��� �� ���������� ������� �� ���� ������

� � ��
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������� � ��� �������� � ��������� �� ����� ������ ��� ��������� ������ ����
��������� �� ����������� �� GA ��� �� ������� �� ������� GA�

�� ����� ����� ��������� �� ��������� ����� ������� ���� ��������� ���� ������ �����
����������� ������� ��������� �� �������� ��������� ��� ���������������
������������ � ��� ������ �� A ����� ��� ��������� ��� ��� ������ ��� ������ ���
����� ������ ������������ �� �������

���� ������ �������� � ����� ���������� ���� ����� �� ��������� ��� �� ����� ����
�������� �������� �� ��� ����� ������ �� GA� � ����� ������ �������� ��� ����� ��
��������� �� ����� ��� ���������� ��� ���������� �� GA�

� � ��

��������� �� �������� ������������ � ��������� ���������

�� ��������� ��� �� ������ ������� ���� �� ������� ���� ������ �� �������� ���� ����
������� u �� V � ��� � �������� ����� �������� ������ ���������� �� ������ ��������
�� ���� ��� ����� ��� �������� � �������� ������� �� ����������

���� ������ ���� �������� r �� ��������� ���� ���� ������ ������������ ��� � ��
�������� ����� �������� ����

��� ���� �������� � ������ �� ������� ��� � ���������

��� ���� ��������� ������� ��������� �� ��� ����� �������

��� ���� ������ �� ��������� �� ��������� �� ����� ���� ���� �������� � �����
��� ��� ��� ���� ���� ����� �������� �� �������� r �

�� � ��

��������� �� �������� ������������ � ��������� ���������

����������u��

� ������� � ��������� ���� � �������� ��� ����������
� ���������� ���� �� �������� � ������� u

�� p ← �������� �� �������� �������������� � u�
�� �������� �p����� �= ����� ����
�� p ← p������
�� ������� p�

�����p�q�� ������ �������

��������� ���� ����������� ���� ��������� ���������������
� ����������� ��������� �� GA

������� ��������� ���� � �������� �������������� ��
�������� ��������� �� �������

�� q����� ← p
�� ������� p�

�� � ��
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��������� ��� Tx � ������ �������� � �������� �� ������� x � hx � nx ���������������
��� ������ � ��� ������ �� ���������� �� ���� ���� �������� �� ������������� O(hu)
���� ����������u� � O(�) ���� �����p�q��

�����������

��� ��� ������� ���� �� ����������� �� �� ����� �������� ����� ����� ��� ��������
���������� ���� ������ ����� ��� ������������ �� ���� ���� ����� ���� �O(|V |)��

������������

��������� ������� ����������� ��������� �� ����� ��� �� �������� r � � ������ ��
��������� �� ���������� �������� �� r �

�� � ��

��������� ���������� ������������ ��� ���������

�����p�q�� ������ ���������

��������� ���� ����������� ���� ��������� ���������������
� ����������� ��������� �� GA

������� ��������� ���� � �������� ��� ����� ����� �� ����� ���

�� �� q����� ≤ p����� �����
�� q����� ← p�
�� p����� ← p�����+ q������
�� ������� p�
�� �� ���
�� p����� ← q�
�� q����� ← q�����+ p������
�� ������� q�

�� � ��

��������� �� ���������� �����a[�], a[�]�� �����a[�], a[�]�� �����a[�], a[�]��
�����a[�], a[�]� � �����a[�], a[�]��
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��������� ��� ��������� s�, s�, . . . , sm �� ��������� ����� ��� ��������� �� �����
������������� ��������� ���������� � �������� s� ������������ ���� �� ���������
������������� �� ��������� ��������� �������� ��� ���� �� ��� ���������� ��
s�, . . . , sm ����� �� ��������� ��� �� ���� ��������� �� ����� ����� ���� ������ ����� ��
���� �����������

���� x �� �������� �������� �� ��������� � Tx � ������ ��� �������� x � ���� �
�������� sm� Tx � ��� ������ �����������

�� � ��
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������ ���� nx � ������ �� ��������� �� Tx � hx � ��� ������� ���� �� ������� ���
�hx−� ≤ nx �� ����������������� ��� ������� ��� hx ∈ O(log nx)�

� ����� � ����� ��� ������� �� ������ �� ���������� �� ����� � ��������� �
������������ ���������� ���� s� �� ��� ���� ������ ��� �� ����� ���������

������� ��� � ��������� � ���������� ��� � ������� �� sm−�� ������� �������� ����
������ ��� sm � ��� �������� ����������u� � ���� sm � ��� �������� �����v ,w��

� ���� ��� � ������� ���� ������� ������ � ��������� �� ���� ����� ��� ����� ��
������������� ����� ����� ��� nv ≤ nw �

�� � ��

��������� ���������� ������������ ��� ���������

����� ��������
����� Tv � Tw �� ������� �������� �� ��������� ��� �������� v � w � ����������������
���� T � � ������ ���������� �� �������� �����v ,w� ��� ������ � ������ �� ���������
����� ��� h� � n�� ���������������� ���� ��� n� = nv + nw � ��� ���� ��� ������� ���
�h

�−� ≤ n��

���������� h� = max{�+ hv , hw}� ������ ���

�h
�−� = �max{�+hv ,hw}−� = max{�hv−�+�, �hw−�}

≤ max{�nv , nw} ����� �����.

���� n� = nv + nw � nv ≤ nw � ����� �nv ≤ n� � nw ≤ n��

����� �h
�−� ≤ n�. �

�� � ��

��������� �� �������� ������������

����� ������������� ��� �� �� ��������� �� ��������� � ���� ������ ������ ���
������������� O(f (|V |)) � O(g(|V |))� ���������������� � ������������ ��
��������� �� ������� ����� ���� ��� O(|E | log |E |+ |E |.f (|V |) + |V |.g(|V |))�
� ��������� �� ������� ������� ��� ������ � ����� ��� ������� �� ������ ��
��������� �� ��������� �� ����� ��� ������ �������� � O(log |V |)�
��������� ����� ����� � ������������ �� ��������� �� ������� � ���� ���
O(|E | log |E |+ |E | log |V |+ |V |) ��� ���� ������� ������� ��� � ����� � ������
�|E | ∈ Ω(|V |)�� � ������������ � O(|E | log |E |) = O(|E | log |V |)�
��������� �� ������������ ����� ����� ��� ���������� ������ � ������� ��
���������� �� �������� �� �� �������� ��� �������� ����������

�� � ��

��������� �� �������� ���������� �� ��������

�� ������� �� ���������� �� ��������� ���� �������� �������� ������� ��� �������� ���������

��� ������� �� �� �������� q ��� ��� ����� ��� �������� �� ���� � ������� ���� q�

����������u�� �������� ���� ���������� �� ��������

�� p ← �������� �� �������� �������������� � u�
�� q ← p� � �������� � ������ �������� �� �����
�� �������� q����� �= ���� ���� q ← q������

� ����� � ����� ������� ����� ��������� ��������� ���� q
�� �������� p����� �= q ����

�� r ← p������
�� p����� ← q�
�� p ← r �
�� ������� q�

����� �� ��������� ������ � ���������� �� ����� ��� �� � ������� ���� � �������� ������ ��

�������

�� � ��
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y´

x´

��������� � ����� �� ���� x � = x � a� = a − y �

b� = b − a� c � = c − b� y � = y
�� � ��
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���� ��� ������� ���� ������ ���������� �� ��������� � ������������ �� ��
�������� |V |− � ��������� ���� � |E | ��������� ��������� ��� ������������ ����
��� O(|V |+ |E |α(|V |+ |E |, |V |))�
���� ����������� ���� ���������� � ���������� �������� � ������ �� �������� A �
� ��� ������� α �������� ����

A(p, q) =





�q p = �� q ≥ �
A(p − �, �) p ≥ �� q = �
A(p − �,A(p, q − �)) p ≥ �� q ≥ �

α(m, n) = min{p ≥ � : A(p, �m/n�) > log n},m ≥ n.

� ����� ��� ��� � ������ A ��� ����������� ����� ������� ��� ��������

A(�, �) = A(�, �) = ��

A(�, x) = A(�,A(�, x − �)) = �A(�,x−�) = ��
..
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� ������ α �������� α(m, n) ≤ � ���� ����� ������� ���������

�� ����� � ������������ O(|V |+ |E |α(|V |+ |E |, |V |))� ������ ��� ���� ������� ��
�������� ���� ��� ���� ������� �������� �� |V | � |E |�
���� ��� A(�, �) = A(�, ��)� �� ����� �� ��������� ���������� �� �� ������ ��
m ≈ n� �� ��������� α(m, n)� ������� ��������� � ����� �� p ���� � �� ��������
��������� �������� �� ���

��
..
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> log n,

���� �������� ����� �������� �� n�
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