Algoritmos

Pedro Hokama

Se P # NP n&o conseguiremos para um problema

NP-Dificil:

Solucdo Exata

Tempo Polinomial

Caso Geral

» Tratar casos particulares
Heuristica/Metaheuristica
Algoritmo Aproximacado

Algoritmo Exato
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Fontes

@ [cIrs] Algoritmos: Teoria e Pratica (Terceira Edicio) Thomas H. Cormen, Charles Eric Leiserson, Ronald
Rivest, Ronald L. Rivest e Clifford Stein.

@ [timr] Algorithms llluminated Series, Tim Roughgarden
Apresentacdo Baseada:

@ Stanford Algorithms
https://www.youtube.com/playlist?1ist=PLXFMmlk03Dt7Q0xr1PIAriY5623cKiH7V
https://www.youtube.com/playlist?1list=PLXFMml1k03Dt5EMI2s2WQBsLsZ17A5HEK6

*) Conjunto de Slides dos Professores Cid C. de Souza, Candida N. da Silva, Orlando Lee, Pedro J. de Rezende
o Conjunto de Slides do Professores Cid C. de Souza para a disciplina MO420
Qualquer erro & de minha responsabilidade.
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Algoritmos

@ Casos Particulares
» PD para Conjunto Independente de Peso Méaximo no Grafo
Caminho.
@ Heuristicas

@ Algoritmos de Aproximacao
e Algoritmos Exatos

» PD para o Knapsack, BackTracking para o Vertex-Cover, PD
o TSP.
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLXFMmlk03Dt7Q0xr1PIAriY5623cKiH7V
https://www.youtube.com/playlist?list=PLXFMmlk03Dt5EMI2s2WQBsLsZl7A5HEK6

Problema da Mochila

Dado uma colecdo / de n itens e uma capacidade inteira
W. Cada item i € | tem:

Heuristicas Gulosas

@ Um valor v; (ndo negativo : . .
i ( & _ ) o @ Estamos interessados em algoritmos rapidos.

@ Um peso w; (ndo negativo e inteiro) - : A
@ Mas que ndo necessariamente chegam na solu¢do étima.

Encontrar S C I cujo peso ndo ultrapasse W, ou seja - : .
= jop P ’ Je @ Podemos entdo voltar a usar o paradigma de algoritmos

Z w < W gulosos.

e que maximiza ) ;.c Vj.
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Heuristica Gulosa para o Knapsack Tentativa 1

. . L @ Ordenar os itens pelos mais valiosos
@ Ordenar os itens seguindo algum critério.

e Exemplo para W = 10:

@ Colocar os itens na solucdo seguindo essa ordenacdo até
V1:3 ‘VQZQ ‘V3:2‘... ‘V11:2

que algum item n3o caiba. wy = 10 ‘ wy, = 1 ‘ vs =1 ‘ ‘ Wy =
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Tentativa 2

@ Ordenar pelo valor proporcional ao peso.

V V: V 74
A>25B s >

w1 W) w3 Wh

@ Colocar os itens na solu¢do até que um n3o caiba. (Na
pratica vocé pode continuar analisando a lista e
continuar colocando os itens que couberem na solucdo)
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Algoritmo 1: GreedyKnap(l, W)
Entrada: Um conjunto de itens | e uma capacidade W
Saida: Solucdo S

Ordenar os itens tal que V—ll

>R > B s >

w1 — wWp — w3 — Wp'
S =10
parai=1,2,...,nfaca
se item i cabe em S entao
S=SuU{i};
senao
Pare;

devolva S;
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Quiz

@ Considere uma instancia da mochila com W = 1000.

v =2 | v, = 1000

wi = 1] wp = 1000

@ Qual seria o valor de solucdo dada pelo algoritmo guloso,

©000

e qual seria a solucdo 6tima?
2 e 1000

2 e 1002

1000 e 1002

1002 e 1002
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Nessa instancia a solucdo gulosa é 0.004% da solucdo
6tima.

De fato ela pode ser arbitrariamente ruim em relaco a
solucdo 6tima.

Ou seja, € possivel encontrar uma instancia que faca a
solucdo gulosa ser X% da 6tima, para um X tao
pequeno quanto vocé queira.
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Algoritmo de Aproximacdo para Knapsack

@ Podemos melhorar a Heuristica Gulosa adicionando o
seguinte passo:
Algoritmo 2: ApproxKnap(l, W)
Entrada: Um conjunto de itens | e uma capacidade W
Saida: Solugido S

1 S = GreedyKnap(I, W);

2 S’ = o item mais valioso;

3 devolva o melhor entre S e §/;
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Para provar o Teorema, vamos considerar o seguinte:

@ No GreedyKnap paramos de empacotar no item K,
Suponha que pudéssemos completar a mochila com uma
fracdo do item K + 1.

@ Vamos chamar essa de uma solucdo Gulosa Fracionéria.
@ Exemploo W =3 vy=3 wvw=2 w =w =2.

@ Solucdo fracionaria: 4
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Teorema
O valor da solucdo de ApproxKnap é maior ou igual a 50%
da solucdo étima.

@ Um algoritmo com essa caracteristica é dito um
Algoritmo de % aproximacio, ou %—aproximado.
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Quiz

Seja F o valor da solu¢do Gulosa Fracionéaria. Seja OPT o
valor da solucdo 6tima. Qual das alternativas é verdade:

F = O0PT
F > OPT
F < OPT
F > OPT

© 000
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@ Seja Ap o valor da solucdo devolvida por ApproxKnap. F
o valor da solucdo Gulosa Fracionaria e OPT o valor da
solucdo 6tima. Ent3o:

K
Ap > Z Vi
i=1

Ap > Vi1
K+1

Q*ApZZv,-ZFZOPT
i=1

1
Ap > ZOPT
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A analise de ApproxKnap é justa

e Considere a seguinte instancia do problema da mochila
v =502 | v, =500 | v3 = 500
W = 1000
o wy = 501 | w, = 500 | ws = 500
@ A solucdo de ApproxKnap é 502.

@ A solucdo 6tima é 1000.

@ De fato é possivel construir instancias que a solucio de
ApproxKnap é de fato 50% da 6tima.
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@ Serd que n3o poderiamos fazer uma anélise mais forte e
provar que a solucdo encontrada ndo é melhor que 50%7?

@ Serad que poderiamos encontrar caracteristicas na
instancia que nos permitiriam mostrar que na verdade a
solucdo & melhor? (Por exemplo: todos os items tem no
maximo peso W /10)

@ Modificar o algoritmo para conseguir uma aproximacao
maior.

@ Suponha entdo que todo item i tem w; < 10% W

@ Se ApproxKnap (ou GreedyKnap) falharem em colocar
todos os itens na solucdo, entdo a mochila esté pelo
menos 90% cheia.

Ap > 90%F
> 90%O0PT
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Aproximacao Arbitrariamente Boa

@ Dado um parametro 0 < € < 1 (por exemplo, € = 0.01).
Garantir uma (1 — €)-Aproximag&o.

o Parece bom demais. Entretanto o tempo de execucio
aumenta quando € diminui.

@ Pelo lado bom, podemos calibrar ¢ para uma boa troca
entre qualidade de solucdo e tempo de execucio.

@ Esse & o melhor cenario para problemas NP-Dificeis em
relacdo a aproximacdo.
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Arredondamento dos Valores dos Itens

@ I|deia: Resolver de forma exata uma instancia da Mochila
ligeiramente incorreta, porém mais facil que a instancia
original.

@ Obs: Se os w; e W s3o inteiros, podemos resolver a
Mochila por Programagdo Dindmica em tempo O(nW).
(note que no caso particular que W é polinomial em n, o
algoritmo também é polinomial)

@ Alternativamente: Se os v; sdo inteiros, podemos resolver

usando programacio dinamica em tempo O(n? max{v;}).
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@ Para varios problemas n3o existe um algoritmo com
aproximac3o arbitrariamente boa (de tempo polinomial)
a menos que P = NP.

@ Por exemplo: Vertex-Cover.
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@ Se todos os v; forem pequenos (polinomiais em n), entdo
usamos esse algoritmo para obter tempo polinomial.

@ Plano: Jogar fora os bits menos significativos dos v;'s.
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O algoritmo

Passo 1: Arredondar para baixo os v; para o multiplo de
m mais préximo. m depende de €. Quanto Maior o m
mais informac3o é jogada fora, e portanto menos
acurado sera a soluc3o.

Passo 2: Resolva a mochila com valores v;, pesos w; e
capacidade W'
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|deia: Uma das dimensées da tabela sera i que indica o
prefixo 1,....7 que é permitido usar.

O segundo parametro sera o valor que desejamos obter
(ou maior). E vamos procurar o menor peso que
consegue obter aquele valor.

A[i][x] indicara o menor peso necessario para obter valor
pelo menos x usando apenas os itens 1, ...,/

— Ali — 1][x]
Alillx] = {Wi Al 1] — v
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Knapsack: PD nos Valores

-

N

Nosso primeiro algoritmo de PD (nos pesos) para o
Knapsack

@ Pesos w; e capacidade W eram inteiros.

@ Tempo de execucdo O(nW)

@ Uma das dimensdes da tabela era W

Algoritmo de PD (nos valores) para o Knapsack

@ Valores v; s3o inteiros.

e Tempo de execucdo O(n® max{v;})

@ Uma das dimensdes da tabela é nmax{v;}
26 /38

Algoritmo 3. KnapsackPDV(I, W)
Entrada: Um conjunto de Itens | e uma capacidade W

Saida: Valor de uma solucdo 6tima

A[n][n max{v;};
A[0][0] = 0;
para x = 1,2,..., nmax{v;} faga A[0][x] = +o0;
parai=1,2,...,nfaca
para x = 1,2,... nmax{v;} faca

All[x] = min{A[i — 1][x]; w; + A[i — 1][x — vi]|};
devolva o maior x tal que A[n][x] < W;
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e Tempo de Execucdo O(n? max{v;})

Quiz

Suponha que transformamos v; em v;. Qual das
alternativas é verdade?

Vi estd entre v, —me v

V; estd entre v; e v, + m

© 60

m - Vv; estd entre v, — me v;

Q@ m-vVestdentrev,—1levy

seguintes
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Algoritmo (1 — €)-aproximado

e Passo 1: Calcular V; = | ] para todo item.

@ Passo 2: Resolver o problema com v usando
KnapsackPDV.

Plano:
@ Qudo grande pode ser m, que ainda garanta uma
(1 — €)-aproximagado

@ Dado esse m qual é o tempo de execucdo do algoritmo?
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Anélise da Acuracia

Concluimos que:

e Hvi>m-i

e2)m-V;>vi—m

Seja S* a solucdo 6tima para o problema original, e S a
solucdo para o problema com ¥;. Como resolvemos de
forma 6tima o problema usando ¥; obtemos:

e 3)
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ieS ieS*
m ZA,-Zm-ZO,
ieS ieS*
v, > m ZA,Zm-ZO,-ZZ(v,—m)
ieS ieS ieS* i€S*
Vi > (Z Vi) — nm
i€S i€S*
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mngeZv,-

[ESx

N3o sabemos qual a solucdo 6tima S*, mas podemos
pegar um m ainda menor.

mn = e max{v;}
e max{v;}

m =
n
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ZV;E(ZV,-)—nm

ieS ieSx
Queremos obter
E vi > (1 —¢) g v, = E Vi — € E v
i€S i€Sx i€S* i€S*
Para isso precisamos escolher um m pequeno o bastante

tal que:
mn < GZ Vi

i€Sx*
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Algoritmo (1 — €)-aproximado

Algoritmo 4: (1 — ¢)-ApproxKnap(l, W, ¢)

Entrada: Um conjunto de itens |, uma capacidade W e
um fator €

Saida: Valor de uma solucdo 6tima

Calcule Vpax;

— €max .
m = ;
n

parai=1,2,... nfaca
oo — | Yi|-
VI_I_mJ'

devolva KnapsackPDV/ (I com valores v, W),
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Complexidade

@ Escolhendo m = <2< garantimos que o valor da nossa
solugdo &€ > (1 — €)- valor do 6timo

@ Como o calculo dos V; é linear, a complexidade total do
algoritmo é a mesma do KnapsackPDV .

O(n2 ‘,}max)

N
Vm ax —

€Vmax
m —

< Vmax o Vmax . Vmax . Vpaxn . n
n €Vmax €Vmax €
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Dessa forma a complexidade do nosso algoritmo
(1 — €)-aproximado é

O(

2 A
n Vmax

)
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