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3-CNF-SAT 3-CNF-SAT

@ Uma formula booleana é composta

» de variaveis booleanas xi, xo, . .., X,, 3-CNF-SAT

» de conectivos = (NOT), Vv (OR), A (AND), Dado uma férmula booleana na forma normal 3-conjuntiva, decidir

> Parenteses. se existe alguma atribuicdo das varidveis que torna a formula
@ Uma variavel ou sua negacdo sio chamadas literais. verdadeira. )
@ Uma férmula booleana estd na forma normal 3-conjuntiva se

» esta dividido em clausuras Teorema

» cada clausura tem 3 literais conectas por ORs O 3-CNF-SAT é NP-Completo

» as clausuras estdo conectadas por ANDs. o

(x1 V=x1 Voxa) A (xs V xo V xg) A (—xq V —x3 V —ixg) Prova: Veremos depois.
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Problema do CLICK

Exemplo

Problema do CLICK
Dado um grafo ndo orientado G = (V/, E), e um inteiro k decidir se
existe um subgrafo G’ induzido de G que tenha k vértices e seja

completo.
Existe uma click de tamanho 47 )
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O Problema do CLICK
Exemplo
Sera que CLICK & NP-Completo?
@ CLICK € NP, basta apresentar o conjunto de vértices
@ Vamos reduzir o 3-CNF-SAT para CLICK
» Devemos converter qualquer instancia do 3-CNF-SAT para o
problema do CLICK
» Essa reducdo deve ter tempo polinomial
. . Aqui Igori 3 I
Existe uma click de tamanho 47 > Aqui van’1c‘>s mostra.r oa gorltrpo da reducdo em um e:xer.np 0, mas
~ é necessario garantir que funciona para qualquer instancia.
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3-CNF-SAT <, CLICK

(X1 V —=x2 V —\X3) A (—|X1 V xo V X3) A (X1 V xo V X3)

) ) ()

) Cl= (X1 V —xo V —\X3)
Considere uma formula booleana com k clausulas na forma normal
3-conjuntiva.

49

(€x A XA le_)

(X1 V —=x2 V —\X3) A (—|X1 V xo V X3) A (X1 V xo V X3)

=€D

(Ex A TX A Ix)

(X1 V —xo V —\X3) AN (—\Xl V Xxo V X3) A (X1 V X2 V X3)

(X1 V —xo V —\X3) AN (—\Xl V Xxo V X3) A (X1 V X2 V X3)




(X1 V —=x2 V —\X3) AN (—|X1 V xo V X3) AN (X1 V xo V X3)

Satisfabilidade de Circuito

@ Um circuito é formado por portas légicas ligadas por fios.

@ Em um extremo temos os fios de entrada e no outro temos os fios
de saida.

@ Existem trés portas basicas. a porta NOT, AND e OR
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Um primeiro problema NP-completo
Satisfabilidade de Circuito

@ O teorema de Cook-Levin é um pouco complicado (para mim, pelo
menos).

@ Ao invés disso vamos argumentar (um pouco informalmente) que
de fato existe um problema NP-completo.

@ O nosso primeiro problema serd o problema da satisfabilidade de
circuitos.
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Satisfabilidade de Circuito
Problema da Satisfabilidade de Circuito
Dado um circuito C com fios de entrada e uma saida. Existe
alguma atribuicdo dos valores de entrada que tornam a saida
verdadeira?
(a) (b)
@ O primeiro circuito tem uma atribuicdo que a torna verdadeira.
o Enquanto o segundo é inviavel.
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Satisfabilidade de Circuito

Teorema
O Problema da Satisfabilidade de Circuitos é NP-completo.

@ Primeiro provar que o Problema da Satisfabilidade de Circuitos é
NP

@ Depois provar que o Problema da Satisfabilidade de Circuitos é
NP-Dificil.
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Satisfabilidade de Circuito

Lema
O Problema da Satisfabilidade de Circuitos é NP-Dificil.

@ Primeiramente vamos relembrar de como funciona um
computador.

@ Um programa de computador é uma sequencia de instrugdes
guardadas na meméria do computador.

@ Uma instruc3o tipicamente é composta da operacio a ser
executada, do endereco da memdria dos operadores e do endereco
onde vai ser armazenado o resultado.
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Lema
O Problema da Satisfabilidade de Circuitos € NP. J

Prova: Dado um circuito C e uma atribuicdo dos valores de cada
fio de C. Um algoritmo A pode verificar cada porta l6gica e verificar
se os fios de entrada estdo correspondendo corretamente ao fio de
saida daquela porta. E verifica se o fio de saida do circuito é 1.

Se C é viavel ele tem um certificado, se C n3o é vidvel nenhum
certificado pode enganar A. O algoritmo A roda em tempo
polinomial. Entdo verificamos que o Problema da Satisfabilidade de
Circuitos € NP.
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@ Um pedaco especial da memdria é o contador de programa que
sabe qual é a préxima instrucdo a ser executada.

@ Sempre que uma instrucio é executada, o contador é
incrementado ou sobrescrito (no caso de um desvio)

@ A qualquer momento, a memoria do computador (RAM,
contadores, registradores, etc) guarda uma configuracao
completa de um passo na execu¢do do programa.
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Satisfabilidade de Circuito

@ Agora considere um problema NP qualquer.

@ Por definicdo existe um algoritmo A que recebe uma instancia x e
um certificado y e devolve SIM (1) se aquele certificado comprova
que a solucdo de x é SIM.

o Ent3o vamos simular a execucdo desse algoritmo!

21/36

Satisfazibilidade de Férmulas

@ Uma férmula booleana ¢ é composta de:

» n varidveis booleanas: xi,x, ..., Xp;
» m conectivos booleanos: A,V, -, —, <>
> parénteses

o Ex. ¢ =((x1 = x) V((—x1 ¢ x3) Vxa)) A =x2
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Satisfazibilidade de Férmulas

Problema da Satisfazibilidade de Férmulas - SAT

Dada uma férmula booleana, decidir se existe uma atribuicdo das
variaveis booleanas que faz com que ela seja avaliada como 1
(verdadeira).

@ No exemplo ¢ é satisfazivel com a atribuicdo
<x1=0,x=0x3=1,x4=1>

@ Um algoritmo ingénuo que testa todas as possibilidades é inviavel
pois existem 2" atribuicBes diferentes.
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Teorema
SAT é NP-completo

Lema
SAT € NP

Lema
SAT € NP-Dificil

@ Para mostrar que SAT € NP-Dificil mostraremos que
CIRCUIT-SAT <, SAT.

@ Considere um circuito C qualquer. Para cada fio x; no circuito, a
féormula ¢ vai ter uma variavel x;, expressamos cada porta légica
como uma clausula na formula booleana que representa o seu
comportamento. No fim fazemos a conjuncdo das clausulas.
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Lema
SAT € NP J

@ Para mostrar que SAT € NP, mostramos que um certificado
consiste em uma atribuicdo satisfatéria das varidveis. Esse
certificado pode ser verificado substituindo cada variavel pelo valor
dessa atribuico e avaliando a express3o, que pode ser feito em
tempo polinomial. Se o resultado for 1 o algoritmo verificou que a
formula é satisfazivel.
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¢ = X10 A (X4 < —x3)

A (x5 < (X1 V X2))

A (Xg <> —Xy)

A (x7 <> (X1 A X3 A Xy))
A (xg <> (x5 V X6))

A (X9 <> (x5 V Xx7))

A (x10 < (X7 A Xg A X)) .
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Lema
C é satisfazivel se e somente se ¢ é satisfazivel.

Esse algoritmo de reducdo executa em tempo polinomial.

(—) Se C tem uma atribuicdo que satisfaz, cada fio tem um valor
bem definido e a saida do circuito é 1.

Portanto se atribuirmos os valores de cada fio para as respectivas
variaveis, a formula também tera valor 1.

(+—) Se uma atribuigdo faz ¢ se verdadeira. Podemos atribuir o
valor de cada fio com o valor das suas respectivas varidveis. E C
tera saida igual a 1.

Portanto mostramos que CIRCUIT-SAT <, SAT. [
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Teorema
3-CNF-SAT é NP-completo (
Lema
3-CNF-SAT € NP J

Prova igual a prova que SAT € NP.
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Satisfazibilidade 3-CNF

@ Uma formula estd na forma normal conjuntiva (conjunctive normal

form - CNF) se é expressa como uma conjuncdo (ANDs) de
clausulas, e cada clausula como disjun¢des (ORs) de uma ou mais
literais.

@ Uma férmula booleana estad na forma normal 3-conjuntiva

(3-CNF) se esta na forma normal conjuntiva e cada clausula tem
exatamente trés literais distintas.

@ Por exemplo:

(X1 V —=x1 V —|X2) A (X3 V xo V X4) N (—|X1 V —=x3 V —\X4)

3-CNF-SAT

Dada uma férmula booleana na forma normal 3-conjuntiva, decidir
se existe uma atribuicdo das varidveis booleanas que faz com que
ela seja avaliada como 1 (verdadeira).
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Lema
3-CNF-SAT € NP-Dificil J
o Para mostrar que 3-CNF-SAT € NP-Dificil mostraremos que SAT
<p 3-CNF-SAT.
@ Considere ¢ uma formula booleana qualquer.
@ Primeiramente construimos uma arvore de analise para ¢ em que
cada literal € uma folha e os conectivos s3o nés internos. Essa
construcdo sempre é possivel (usando a associatividade podemos
colocar parenteses para explicitar uma ordenagéo)
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@ Por exemplo ¢ = ((x1 = x2) V =((—x1 <> x3) V xa)) A —xa.

@ Depois dessa construcdo, introduzimos
uma variavel para cada aresta que sobe
dos néds internos.

@ A seguir escrevemos clausulas para cada
né interno. E fazemos a conjuncdo dessas
clausulas e criamos uma formula ¢'.
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@ Dessa forma obtemos clausulas que tem no maximo 3 literais.
Mas ainda ndo esta na forma normal 3-conjuntiva. Ent3o
podemos escrever a tabela verdade de cada clausula, e encontrar
os valores que tornam ela FALSA. Por exemplo a cldusula

o1 =1 < (Y2 A x2))

u_y2 o lie0roe) o Analisando as linhas da tabela que tornam a

1
Lo ! clausula FALSA obtemos:
1 0 0 0
0o 1 1 1 (aAy2A% )V (yiA—y2 Ax2 )V (yi A=y A=xe )V (—ya Aya A—xa)
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

@ Agora aplicamos a lei de DeMorgan

¢ = (my1Vya Voxa) A2y Vye Voo ) A(—yn Vya Vo) A(yr V=ye V)
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@ Por exemplo ¢ = ((x1 = x2) V =((—x1 <> x3) V xa)) A —xa.

@ No exemplo ao lado a formula obtida seria:

¢ = yi A (1o (12Ax)
A (y2 < (V3 V ya)

(y3 < (x1 = x2))

(y4 <> —ys)

(ys <> (ys V X4))

(6 < (mx1 < x3)) .

A
A
N
A
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e Caso a clausula resultante sé tenha 2 literais (4 V k), entdo
incluimos uma literal auxiliar e a seguinte formula
(hVhVp)AN(hVhV-p)
@ No caso de uma clausula com uma dnica literal /, incluimos 2
literais auxiliares
(IvVpVvgAN(UINVPpV=g)AN({V=pVg)A(lIV-pVg).
@ Seja ¢ a férmula em 3-CNF-SAT resultante.
Lema
¢"" é satisfazivel se e somente se ¢ é satisfazivel. J
@ Como todas as transformacdes preservam o valor algébrico da
formula, tanto ¢ quanto ¢’ s3o equivalentes.
@ A reducdo é calculada em tempo polinomial. Construir ¢’ a partir
de ¢ insere no maximo uma variavel e uma clausula por conectivo.
@ Construir ¢” a partir de ¢’ introduz no maximo oito clausulas para
cada clausula. E a construcio de ¢” no méaximo multiplica por 4
o nimero de clausulas.
@ Portanto mostramos uma reducio de tempo polinomial de SAT
para 3-CNF-SAT e concluimos a prova. D36/36



