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Afirmagodes auto-referentes AfirmagOes auto-referentes
Ja mencionamos que a afirmagdes que referem a si mesmas, como “esta sentenga é Este problema surge mesmo quando ha varias afirmagdes que se referenciam entre
falsa”, ndo séo proposigdes logicas. Tais afirmagdes, relacionadas com o Paradoxo do si. Por exemplo, na frase “a sentenca seguinte é falsa, e a sentenca anterior é
Barbeiro, sempre foram um problema para a l6gica matematica, que nao tem verdadeira”, embora possa ser analisada como uma conjuncdo p A g, ndo é uma
maneiras satisfatérias de lidar com elas. afirmacéo légica porque p € uma afirmagao sobre g e vice-versa.
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Manipulacéao légica de proposicoes

O objetivo da légica proposicional é identificar as dedugdes e transformagdes de
proposigdes compostas cuja validade independe da natureza das suas proposi¢cdes
atbmicas, e dos valores légicos destas.

p A (p A q) pode ser substituida por p A g;
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Tautologia

Por exemplo, a proposi¢édo p Vv (—p) tem a seguinte tabela-verdade:

pV(-p)

|
o

mn<<|T
<<Tm
<< <<

A tautologia mais simples é V.
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Tautologias e contradigbes

Uma tautologia é uma proposicdo composta que é sempre verdadeira, quaisquer que
sejam os valores l6gicos das proposigdes simples que a compdem.

Ou seja, uma proposicdo composta € uma tautologia se e somente se a coluna de
resultado de sua tabela-verdade contém somente valores l6gicos verdadeiros (V).
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Contradicao

Uma contradi¢ao é uma proposi¢cdo composta que é sempre falsa, quaisquer que
sejam os valores l6gicos das suas proposigoes atbmicas.

Portanto, uma proposi¢cdo composta é uma contradigao se, e somente se, sua
tabela-verdade contém somente F na sua coluna final.

E facil ver que a proposicéo p A (—p) é uma contradigao.
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Contradicéao

Em particular, a negacdo de uma tautologia € sempre uma contradi¢ao, e a negagao

de uma contradigao é uma tautologia.

A contradigdo mais simples é F.

Equivaléncia logica

Duas proposigoes compostas £ e Q séo ditas equivalentes se elas tém valores
l6gicos iguais, para quaisquer combinagdes de valores légicos que sejam atribuidos

as suas proposigoes atdbmicas.

Em outras palavras, P e Q sdo equivalentes se e somente se P « Q é uma tautologia.
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Construa as tabelas-verdade das proposigdes abaixo, e determine se elas sdo

tautologias, contradigbes, ou nem uma nem outra.

a) (pA=q) = (qV-p).
-p = p.

—p < p.

(pA=p) - p.
(PA-pP)—q.
(pA=q) & (p— Q)
(p®q)e(qgep)).

Equivaléncia logica

Por exemplo, podemos verificar, pela tabela-verdade, que as proposigdes compostas

"p A (=q)"e "=((—-p) Vv g)"s&o equivalentes, ou seja, que p A (—q) < =((-p) v q)"é

uma tautologia:

Pla | qlprg) | -p|p)Vg | ~((=pVe

(pA(=q) & =((=p)Vq)

10/31

12/31



Equivaléncia logica

Por exemplo, podemos verificar, pela tabela-verdade, que as proposigdes compostas
"p A (—q)"e "=((=p) V q)"sdo equivalentes, ou seja, que p A (=q) © —((-p) Vv q)"é
uma tautologia:

Plagl|l~qg|lpACq) | ~p | Ep)Vg | A(Ep Ve || (pAGg) o —({(=p) Vg
VIV| F F F \% F A"
VIF| V \% F F A" A"
F|V|F F \Y% \Y% F A%
F| F||V F \Y% \Y% F A%
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Equivaléncia logica

@ Uma tautologia é logicamente equivalente a V.
@ Uma contradicdo é logicamente equivalente a F.

Alguns autores escrevem usam < ou = para dizer que p € logicamente equivalente a
g, mas isso nao deve ser confundido com o operador légico.
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Equivaléncia logica

Assim como a propriedade de ser tautologia ou de ser contradicéo, a equivaléncia
l6gica de duas proposi¢des depende apenas da sua forma, e ndo depende do
significado das proposi¢des atdmicas que ocorrem nela. Assim, por exemplo, a
proposi¢ao p « q pode ser verdadeira, dependendo das proposi¢des p e g; mas nem
por isso p é logicamente equivalente a q.

Equivaléncias l6gicas importantes

@ Leis de elemento identidade:
> pAVequivale ap
» pV Fequivaleap
» p & Vequivaleap
» p®F equivale a p

@ Leis da negacéo dupla
» =(=p) equivale a p

@ Leis da idempoténcia:
> pApequivaleap
> pVpequivaleap

@ Leis de dominacao:

» pVvVequivale aV
» p AFequivale aF
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@ Leis da comutatividade:
> pvqgequivaleaqVvp
> pAqgequivaleagAp
» peogequivaleage p
» p®&qgequivaleagep
@ Leis da associatividade:
» (pvQg)VvrequivaleapVv(qVvr)
» (pAQ)ArequivaleapA(gAr)
» (peq) o requivaleap & (gor)
» (poqg)@requivaleapo(gar)
@ Leis da distributividade:
» pVv(gAar)equivalea(pvg)A(pVvr)
» pA(gVvr)equivalea(pAqg)V(pAr)
» pA(ger)equivalea(pArqg)®(pAr)

Exercicio: Verifique quais das seguintes afirmagdes sao corretas:

@ (-p A (pVQ)) élogicamente equivalente a g.
@ ((p— q) — r) é logicamente equivalente a (p — (q — r))
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Leis de De Morgan:

> =(p A Q) equivale a =p vV =g

» =(p Vv q) equivale a =-p A =g
Leis da implicacao

> (p — q) equivale a (=p v q)

» =(p — q) equivale a (p A —q)
Leis da equivaléncia

> (p < q)equivalea(p — q) A (g — p)

» (b < q) equivale a =(p®q)
Lei da contrapositiva:

> (p — q) equivale a (-q) — (-p)
Lei da reducao ao absurdo:

» p—> qgequivalea(pA—-q) > F

Implicacao entre formulas logicas

@ Sejam ¥ e G duas férmulas légicas que dependem de uma certa colegdo de
variaveis logicas. Dizemos que ¥ implica logicamente G se a formula ¥ —» G é
uma tautologia.

@ Para qualquer combinagéo de valores atribuidos as variaveis que ocorrem nessas
férmulas, a proposicdo ¥ é falsa, ou ¥ e G sdo ambas verdadeiras.

@ Essa afirmagao é denotada ¥ = G, que pode ser interpretada como "G € uma
consequéncia légica de ¥
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Implicacdo entre formulas logicas

@ Sejam ¥ e G duas férmulas légicas que dependem de uma certa colegdo de
variaveis logicas. Dizemos que 7 implica logicamente G se a féormula ¥ — G é
uma tautologia.

@ Para qualquer combinacao de valores atribuidos as variaveis que ocorrem nessas
formulas, a proposicao # é falsa, ou ¥ e G sdo ambas verdadeiras.

@ Essa afirmagéo é denotada ¥ = G, que pode ser interpretada como "G € uma
consequéncia légica de ¥

Exemplo: Seja F aférmulap A ge G aférmula p Vv qg. As tabelas-verdade de ¥, G

eF — Gsao
F G (F)— &)
Plaprrg|lpVglprg—=(pVg
V| v Y Vv Vv
V|F F Vv \Y
F|V F Vv \
F|F F F A\
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Implicacéo légica

Listaremos algumas implicagdes l6gicas mais conhecidas. As letras p, g, r
representam proposi¢gdes arbitrarias.
@ Lei da adicao:
» p implica logicamente p v q
@ Lei da simplificacao:
> p A g implica logicamente p
@ Lei do modus ponens:
> p e p — gimplicam logicamente q
@ Lei do modus tollens:
> p — q e —qimplicam logicamente —p
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Implicacdo entre formulas logicas

Mais geralmente, sejam 71, F2, ..., ¥, uma colecao de proposi¢ées. Dizemos que
essas proposi¢des implicam logicamente G se, e somente se,

(FinFan---AFn) > G

€ uma tautologia.

@ Silogismo hipotético:

> p — geq— rimplicam logicamente p — r
@ Silogismo disjuntivo:

> pV qe —pimplicam logicamente q
@ Demonstracao por absurdo:

» p — Fimplica logicamente —p
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Equivaléncia em contexto especifico Equivaléncia em contexto especifico

As férmulas p & g e p A g ndo sdo equivalentes; pois, quando substituimos p = F e p glpeqlprglpVvag

g = F, a primeira é verdadeira e a segunda ¢ falsa. F F v F F
F V F F Vv
V F F F \'

Porém, se soubermos de alguma maneira, que a afirmagao p Vv q é verdadeira, entao vV V \V; v v

a combinagéo p = F e g = F n&o pode ocorrer.
p < @ é logicamente equivalente a p A g, se p V q for verdadeira.
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Sintese de proposicdes

Dada uma tabela-verdade com determinadas variaveis logicas, € sempre possivel
construir uma proposi¢cdo composta com essas mesmas variaveis que tem essa
tabela-verdade.

<< TmTo
< 7m< Tma
m< < TN

Para a segunda linha, precisamos de uma sub-féormula que seja V apenas quando
Escrevendo para cada linha com o resultado verdadeiro uma sub-férmula légica que é p=Feqg=V.Paraisso podler~nos usara fo,rmul? (=p) A g. Para a terceira linha, a
verdadeira para essa combinag&o de valores das variaveis, e falsa para todas as formula & p A (=q). A proposigao desejada ¢ entao

outras combinacgdes.
((=p) A Q) V (p A (=9))
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Forma normal disjuntiva Forma normal conjuntiva

A sub-férmula correspondente a cada linha com resultado V é uma conjungao de Outra maneira de construir uma proposi¢cao a partir de sua tabela-verdade é

todas variaveis ou de suas negagodes. Especificamente, uma variavel deve ser negada considerar cada linha em que o resultado desejado é F, e escrever uma férmula que é
na sub-férmula se e somente se nessa linha ela tem valor F. falsa apenas para essa combinagéo de variaveis.

A férmula obtida desta maneira — uma disjung¢éo de conjung¢des, cujos termos sao Esta férmula pode ser uma disjuncao das variaveis e suas negagdes. A conjungao
variaveis ou suas negagdes — é chamada de forma normal disjuntiva. dessas formulas é a proposicdo desejada.
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Sistemas completos de operadores

A construgéo da forma normal disjuntiva (ou conjuntiva) permite concluir que toda
proposi¢ao composta, usando quaisquer conectivos, é logicamente equivalente a
outra proposi¢ao que usa apenas os conectivos Vv, A e —. Dizemos entéo que estes
trés conectivos formam um sistema completo de operadores logicos.

<< TmDT
< 7 < 7o
m< <7

@ Primeira linha: (p v q)

@ Quarta linha: ((=p) Vv (=9q))

@ A formula obtida: (p v g) A ((=p) V (=q))

@ A férmula assim obtida é chamada de forma normal conjuntiva.
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Dualidade l6gica

Seja p uma proposigao que usa apenas 0s conectivos V, A, e —. A proposicao dual é
obtida a partir de p trocando-se toda ocorréncia de V por A, e vice-versa; bem como
toda ocorréncia de V por F, e vice-versa. Por exemplo, a dual da proposicédo
(pA=q)Vré(pV-qg)Ar. Adual de uma proposicdo p é geralmente denotada por
p*. Note que (p*)*, a dual da dual, é a proposigéo original p.
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