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Composigao e transitividade

Teorema: Uma relagdo R é transitiva se, e somente se RoR C R.

Prova: Seja R uma relagao sobre um conjunto A. Vamos primeiro provar que, se R &
transitiva, entdo R o R C R. Seja (a,b) € R o R. Pela defini¢do de composicao de
relagdes, temos que (Ix) (a, x) € R A (x,b) € R. Como R é transitiva, concluimos que
(a,b) e R. Logo Ro R C R.

Vamos provar agora que, se R o R C R, entdo R é transitiva. Sejam a, b, c trés
elementos de A. Se (a,b) € Re (b, ¢c) € R, entdo, pela definigdo de composigao,
temos que (a,c) e RoR. Como Ro R C R, entdo (a,c) € R. Logo R é transitiva. O
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Representacao de relagdes usando matrizes

Uma matriz booleana é uma matriz cujos elementos séo valores ldgicos, F ou V. Ao
escrever tais matrizes, € conveniente usar 0 e 1, respectivamente, para indicar esses
valores.

Sejam A ={ajy, a2, - ,am} € B ={by, by, -, by} conjuntos finitos com |A| = m,

|Bl = n e Ruma relacdo de A para B. Uma maneira de representar esta relagao é
através de uma matriz booleana M de m linhas e n colunas definida da seguinte

maneira:
M — 1 se aiRb;
M1 0 se aiRb
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Exemplo: Seja R a relagdo {(20, 20), (30, 20), (30, 30)}. Se escolhermos
A = {10, 20, 30,40} e B = {10, 20, 30}, listados nessa ordem, a matriz da relagao . N , . .
@ A composicéo de relagdes também pode ser entendida em termos de matrizes.

sera
@ Sejam R uma relagdo de A ={aq, ap,...am} para B = {by, bo, ... bp}

10 20 30
1010 0 @ S umarelagédo de B = {by, b: bn} araC:{c c c}
M=|20l0 1 o G 1,02,...0n; P 1,C2,...Cp
3|0 1 A @ R esta representado por uma matriz M(m x n) e S esta representado por uma
40| 0 0 O matriz N(n x p).

Observe que a matriz M depende da escolha dos conjuntos A e B, e também da
ordem em que listamos seus elementos.
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Sejam A = {10, 20, 30,40}, B = {20, 40,60}, e C = {35,55,75,95}. Sejam

Pela definig@o, a matriz P que representa a composi¢do So R é tal que P;; = 1se e R = {(10,20), (10,60), (20,40), (40,60)}
somente se existe um inteiro k € {1,2,...,n} tal que Mjx = 1 e Nx; = 1. Ou seja, S — {(20,35), (20, 55), (40, 55), (40, 75), (60, 95)}

Pij= (M1 ANyj) vV (Mg ANj) V-V (Mg A Npj) As matrizes booleanas que representam R, S e S o R sdo

n |35 55 75 95
201 1 0 ©

Pij=\/ Mix A Ngj. -
! M e N=la|o 1 1 o
N 60/ 0 0 0 1

MN =7
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20 40 60

|35 55 75 95
201 1 0 ©
4010 1 1 0
60/ 0 0 0 1
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Operacoes com relacdes usando matrizes

Uniao de relacoes. Sejam R e S duas relagdes de um conjunto A para um conjunto
B, com matrizes booleanas M e N, respectivamente.A matriz booleana P que
representa a unido RU S é tal que P;; = 1 se, e somente se, M;; = 1 ou N;; = 1. Ou
seja, Pjj = M;; v N;;. Podemos denotar essa matriz por M v N.

Interseccao de relacdes. Analogamente, a matriz Q que representa a intersecdo
RNSétalque Q;j = 1seesomentese M;; =1e N;j = 1;ouseja Q;j = M; A Nj;.
Podemos denotar essa matriz por M A N.
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Sejam A = {10, 20, 30,40} e B = {20, 40, 60}, € sejam

As matrizes booleanas que representam R, S, RUS e RN S sdo

MV N =

35 55 75 95

10| 1
MN={20]| 0
30| 0
40| 0

]
1
0
0

0

1
0
0

1

0
0
1

R ={(10,20), (10,60), (20, 40), (40, 60)}

S ={(10,20), (20,60), (30,40), (40, 20)}

20 40 60
001 0 1
2000 1 0
30/0 0 0
400 0 1

20 40 60
10/1 0 1
200 1 1
300 1 0
401 0 1
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|20 40 60
1.0 0
N = 0 0 1
0 1 0
1.0 0
20 40 60
101 0 0
MAN=|200 0 0
30/0 0 0
4000 0 0
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Propriedades de relagcdes usando matrizes

@ Uma relagéo R é simétrica se, e somente se (Vi,j € {1,2,---, n}) aiRa; < ajRa;.
Portanto R é simétrica se, e somente se, a matriz M é simétrica, ou seja, ela é
igual a sua transposta.

Seja R uma relagdo sobre A. Se M é a matriz que representa essa relagao, varias
propriedades de R podem ser facilmente verificadas na matriz M:

@ Uma relagéo R é reflexiva sobre A se, e somente se (¥i € {1,2,---,n}) ajRai. . L
Portanto R é reflexiva sobre A e somente se (Yi € {1,2,---,n}) M;; = 1;isto &, os © Umarelagao R € anti-simétrica se, e somente se o
elementos da diagonal de M s&o todos 1. (Vi,je{1,2,---,n}) (aiRa; A ajRa;) — a; = a;. Portanto R é anti-simétrica se, e
U laco R & irreflexi bre A i Vie(io R somente se ndo existem indices i e j com i # j tais que M;; e M;; s&o

@ Umare agas)' € irreflexiva sobre A se, e somente se (Vie {1, ,n}) aiRa;. i simultaneamente iguais a 1.

Portanto R é irreflexiva sobre A e somente se os elementos da diagonal de M séao
todos 0.
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Fechos de uma relagao

Seja R uma relagao sobre um conjunto A = {ay, a», as} cuja matriz é

110 Fecho reflexivo
M=11 11 Seja R uma relagdo sobre um conjunto A. Se R néo é reflexiva sobre A, é porque nao
0 1 1 possui um ou mais pares da forma (a, a) com a € A. Se acrescentarmos todos esses
Observe que: pares a R, obtemos uma relagéo S que é reflexiva sobre A e contém R. Essa relagédo
que: ] ] é chamada de fecho reflexivo de R sobre A.
@ R é reflexiva sobre A pois m;; = 1 para todo i. . 3
e . e Exemplo: Sejam A ={a,b,c}e R ={(a,a),(a,b),(b,a),(c,b)}. Arelagao
@ R & simétrica pois M € simetrica. S={(a,a),(a,b),(b,a),(c,b),(b,b),(c,c)} € o fecho reflexivo de R sobre A.

@ R ndo é anti-simétrica pois My = mo 1 = 1.
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Fecho simétrico

Se R é uma relagédo qualquer, obtemos seu fecho simétrico acrescentando a R todos
0s pares necessarios para torna-la uma relagéo simétrica; isto é, todo par da forma
(b,a) tal que (a,b) € R.

Exemplo: Sejam A ={a,b,c}e R ={(a,a),(a,b),(b,b),(b,c),(c,a),(c,b)}. A
relagédo S = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b), (c, a),(a, c), (b, c),(c,b)} é o fecho
simétrico de R.
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O fecho transitivo de R, denotado por R* é definido como sendo a unido de todas as
poténcias de R, isto é
R =RURPURSU--- (1)

Esta formula pode ser escrita mais sucintamente da seguinte maneira

W:OW (2)
k=1
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Fecho transitivo

Considere o problema de completar uma relagdo R, se necessario, de modo a torna-la
transitiva.Para isso, precisamos garantir que, para quaisquer pares (a,b) e (b, c) na
relacdo, o par (a, c) também esta na relagéo.

R=1(1,2),(2.3),(3,4)}

Esta relacdo falha a definicdo de relagéo transitiva em exatamente dois casos:

(1,2) eRA(2,3)eR mas (1,3)¢R

(2,3) eRA(3,4)eR mas (2,4)¢R
Se acrescentarmos os pares (1,3) e (2,4), obtemos a relagéo

R =1{(1,2),(1,3),(2,3).(2,4),(3,4)}
“Mas esta relagéo ainda néo é transitiva; pois ela possui (1, 3) e (3,4) mas nao possui
(1,4). Observe que esta falha de transitividade foi revelada quando acrescentamos o
par (1,3) a relagédo. Se acrescentarmos o par que falta, (1, 4), obtemos
R =1{(1,2),(1,3),(1,4).(2,3).(2,4),(3,4)}

que é transitiva.

Fecho em geral

De maneira geral, sejam R uma relagdo em um conjunto A, P uma propriedade de
relagbes, e S uma relagdo em A com a propriedade P. Dizemos que S é o fecho da
relagdo R com respeito a propriedade P, se S contém R e esta contida em toda
relacdo que possui a propriedade P e contém R.
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Relagdes n-arias

@ Sejam Ay, Ag, As, ..., Ap, conjuntos.

@ Uma relacao n-aria entre estes conjuntos é um sub-conjunto R de
Ai XA X Az X -+ X Ap.
@ Isto é, um elemento de R é uma n-upla (as, ay, . . ., an), tal que a; € A; para cada i.
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Projecéao
Seja R uma relagdo n-aria e sejam iy, io, . . ., i inteiros distintos entre 1 e n. A
projecao de R sobre as componentes i, i, ..., in € a relacdo m-aria S tal que uma
m-upla (by, bo, ..., bn) estd em S se e somente se existe uma n-upla (as, @z, ..., an)
em R tal que by = a;,, bo = aj,, ..., bm = a,.

23/39

Relagbes n-arias

@ O inteiro n é chamado de grau ou ordem da relacao.

@ Para n > 2 usam-se os nome binaria, ternaria, quaternaria., etc.
@ O i-ésimo dominio da relagédo é o conjunto Dom;(R) de todos os elementos de

@ Ou seja, um elemento x pertence a Dom;(R) se, e somente se, existe uma n-upla

Aj que ocorrem na posi¢ao i das suas n-uplas.

(a1, a2,...,an) em R com a; = x.

Seja R € N x N x N a relacéo ternaria formada pelas triplas

Eis algumas projecdes dessa relagdo sobre diversas listas de componentes:

{(1,10,200), (1,20, 200), (2, 20, 200),
(2,30, 100), (3,30, 300)}.

Sobre 2 e 3: {(10,200), (20, 200), (30, 100), (30, 300)}
Sobre 1 e 3: {(1,200), (2,200), (2, 100), (3, 300)}
Sobre 1 e 2: {(1,10),(1,20), (2, 20), (2,30). (3,30)}
Sobre 2 e 1: {(10,1),(20,1),(20,2), (30, 2), (30, 3)}

Sobre 1,2 e 3:

{(1,10,200), (1,20, 200), (2, 20, 200),
(2,30,100), (3,30,300)} = R
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Permutagcao de componentes

Para relagdes binarias temos o conceito de relagéo inversa em que é trocada a ordem
das duas componentes de cada par. Sua generalizagédo para relagdes n-arias é a
operagao de permutacao de componentes, que rearranja a ordem das componentes
de todas as n-uplas, da mesma maneira.

Mais precisamente, dada uma relag@o n-aria R e uma permutacao iy, io, . . ., ip d0S
inteiros 1,2, ..., n, esta operagao produz a relagdo n-aria S que consiste de todas as
n-uplas (a,, a. .. .. aj,) tais que (a1, az, ..., a,) estdiem R.
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Exemplo: Considere a relagéo

R ={(1,10,200), (1, 20, 200), (2, 20, 200),
(2,30,100), (3,30, 100), (3, 30, 300)}.
Observe que esta é uma relagao entre os conjuntos A = {1,2, 3}, A, = {10, 20, 30},
e A; = {100, 200, 300}.

Sejam X; = {1,2, 3,4}, X2 = {20, 30, 40}, e X3 = {200, 300}. A restricdo de R a Xi,
Xg e X3 é
S = {(1,20,200), (2, 20, 200), (3, 30, 300)}

27/39

Restricao

Sejam R uma relagéo n-aria, e Xy, Xo, ..

relagdo S das n-uplas (a1, a, . .

., Xp conjuntos arbitrarios. Da mesma forma
que para relagdes binarias, definimos a restricao de R a esses conjuntos como a
.,an) de R que tem g; € X;, para cada j; ou seja

S=RN(X; xXogX -+ x Xn)
Juncao
S
R Sala Ramal  Setor

Nome Funcdo Chefe  Sala S.101 8233  Vigilancia
José Secretario  Anibal  S.102 S.102 8247  Financeiro
José Digitagdo  Anibal  S.103 S.102 8250  Patriménio
Maria Digitagdo  Soénia S.103 S.103 8288 Vendas
Maria  Secretaria  Soénia S.202 || S.108 8289 Vendas
Pedro  Assistente  José S.102 || S.104 8300 Pessoal
Luiz Despacho  Carlos  S.301 S.301 8380 Compras
Luiz Motorista ~ Carlos  S.307 || S.303 8350 Contabilidade

S.307 8380  Transporte
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Note que ha empregados que trabalham em vérias salas, salas com varios
empregados, salas com mais de um ramal, ramais que servem mais de uma sala, etc.
Cruzando estes dados, podemos obter outras relagdes entre essas entidades.

Por exemplo, casando o nimero da sala nas duas relagdes, podemos construir a
relagéo 7~
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Formalmente, seja R uma relagdo m-aria e S uma relagédo n-aria. Define-se a jungao
das relagdes R e S como sendo a relagdo (m + n - 1)-aria 7 consistindo de todas as
tuplas (a1, a, ..., am-1,C, b1, bo, ..., bs_1), tais que (a1, az,...,am-1,¢) € Re
(C,b1,b2,...,bn_1) eS.
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7
Nome  Fungédo Chefe sala Ramal  Setor
José Secretario  Anibal  S.102 8247  Financeiro
José Secretario  Anibal  S.102 8250  Patriménio
José Digitagao Anibal  S.103 8288 Vendas
José Digitagao Anibal  S.103 8289 Vendas
Maria  Digitagao Sénia  S.103 8288 Vendas
Maria  Digitagao Sénia  S.103 8289 Vendas
Pedro  Assistente  José S.102 8247  Financeiro
Pedro  Assistente  José S.102 8250  Patrimonio
Luiz Despacho  Carlos  S.301 8380 Compras
Luiz Motorista Carlos  S.307 8380  Transporte

Note que, por exemplo, a linha “(José, Digitagao, Anibal, 8289, Vendas)” foi incluida na relagao 7 porque existe a
quadrupla “(José, Digitacéo, Anibal, S.103)” na relagdo R, e a tripla “(S.103, 8288, Vendas)” — com 0 mesmo ndmero
de sala— narelagéo S.

Podemos generalizar ainda mais esta operac¢do casando dois ou mais campos ao
mesmo tempo. Seja R uma relagdo m-aria, S uma relagdo n-aria, e p um inteiro
positivo menor que m e n. A jungcao em p campos das relagbes R e S € a relagéo
(m+ n— p)-aria 7 consistindo de todas as tuplas

(a1,a2,...,8m—p,C1,C2,...,Cp, b1, bo,...,bnp), tais que

(ay,a2,...,8m-p,C1,C2,...,Cp) €R, € (C1,C2,...,Cp, b1, b2, ..., bnp) €S.
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