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Introdugéo a Teoria de Grafos

@ Informalmente, um grafo € um modelo matematico para representar uma colegéo
de objetos (chamados vértices) que sdo ligados aos pares por outra colegao de
objetos (chamados arcos ou arestas).

@ Em ilustragbes de grafos, os vértices sdo geralmente representados por pontos,
circulos ou caixas, e as arestas por linhas ligando os vértices. Em tais diagramas
entende-se que as posi¢des dos vértices e a forma das linhas sao irrelevantes; o
grafo representa apenas a topologia dos vértices e arestas, isto é, quem esta
ligado a quem.
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Grafos sao especialmente importantes em computagao, para modelar conceitos

tanto de hardware (desde circuitos digitais até a internet mundial) quanto de
software (como registros em bancos de dados, blocos e médulos de programas,
protocolos de transmissédo de dados e muito mais).

Os vértices podem representar usuérios de uma rede social e as arestas suas
conexoes.

Paginas web e links entre elas.
Maquinas (reais ou virtuais) e dependéncia de servigos.
etc, etc.
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Grafos sdo extremamente Uteis para modelar problemas em muitas areas de
aplicacao.

Por exemplo, a malha rodoviaria de um estado pode ser representada por um
grafo em que as cidades sdo os vértices, e cada trecho de estrada entre cidades
consecutivas é uma aresta.

Um circuito elétrico pode ser visto como um grafo onde os vértices sdo
condutores metalicos e as arestas sao resistores, capacitores, e outros
componentes.

Uma molécula pode ser abstraida por um grafo onde os atomos séo os vértices e
as arestas sdo as ligagdes covalentes.

Uma trelica metélica pode ser entendida como um grafo onde as arestas sé@o as
barras e os vértices sdo as juntas.
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O conceito abstrato de grafo e o estudo matematico de suas propriedades foi
uma das muitas contribuicdes do matematico suigo Leonhard Euler (1707-1783).
Um quebra-cabegas famoso na época era encontrar um passeio que visitasse
todas as pontes da cidade de Kénigsberg passando uma uUnica vez em cada
ponte.
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@ Euler resumiu as propriedades essenciais do mapa por um diagrama de pontos
ligados por linhas.

@ Apenas analisando esse diagrama abstrato, ele provou que o tal passeio era
impossivel.

@ Este trabalho (publicado em 1736) é considerado o primeiro artigo da teoria de
grafos.

Definicao formal

@ Ha muitas maneiras de definir o conceito de grafo. Qual delas é melhor depende
da aplicagdo. De modo geral, adotaremos as seguintes defini¢des de grafo.

@ Um grafo G é uma tripla da forma (V, E, F) onde V e E sdo conjuntos quaisquer,
chamados de vértices e arestas; e F € uma fungdo, chamada funcao de
incidéncia, que a cada elemento e de E associa um par F(e) de vértices, que
sdo chamados de extremos de e.

@ Definigao alternativa (mais adequada para grafo simples): Um grafo G é uma
dupla da forma (V, E) onde V e E sdo conjuntos chamados de vértices e
arestas; cada elemento de E é um subconjunto de dois vértices {u, v} em que
ueVeveV.
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@ A teoria matematica dos grafos foi desenvolvida gradualmente no século 19,
quando surgiram importantes aplicagbes em quimica e engenharia.

@ Sua importancia cresceu muito no século 20, com o surgimento das redes de
telefonia, dos circuitos digitais e, por fim, dos computadores.

Orientacao
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@ Hatambém a possibilidade das arestas serem pares ordenados (u, v) de
vértices. Nesse caso as arestas tem uma diregéo, ou sentido. Muitas vezes
nesses casos chamamos de "arcos".

@ Se esse for 0 caso, o grafo é dito orientado ou dirigido.
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Grafo Simples vs. Arestas paralelas e lagos

@ Pelas definigbes acima, pode haver um nimero arbitrario de arestas com os
mesmos extremos.

@ Ou seja podemos ter e’,e” € E com e’ # e”” mas F(e’) = F(e”). Este modelo
também permite lagos, ou seja arestas e tais que F(e) = (u, u) (no caso
orientado) ou F(e) = {u, u} = {u} para algum u € V.

@ Usaremos o termo grafo simples para significar um grafo sem lagos e sem
arestas paralelas. (Para alguns autores, alias, grafo significa “grafo simples”
exclusivamente, e usam o termo multigrafo quando ha arestas paralelas.)
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13/21

Conceitos fundamentais

@ Incidéncia: Se um vértice v de um grafo G € um dos extremos de alguma aresta
e de G, dizemos que e incide em v, e vice-versa. (Podemos definir uma relagao
de incidéncia)

@ Adjacéncia: Dois vértices u, v sado ditos adjacentes ou vizinhos em um grafo G
se e somente se existe uma aresta de G cujos extremos sdo u e v. Esta relagéo
(simétrica) entre vértices é a relagao de adjacéncia (ndo orientada) do grafo.

@ Dominancia: Em um grafo orientado, pode-se dizer que um vértice u domina ou
atinge outro vértice v se e somente se existe uma aresta de G com origem u e
destino v.
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Grafos finitos e infinitos

@ Um grafo pode ter infinitos vértices e/ou infinitas arestas.

@ Tais grafos infinitos tem aplicagbes na matematica, mas os que ocorrem em
computagao geralmente sao finitos em ambos os aspectos.

@ Aqui vamos considerar principalmente grafos finitos.

Conceitos fundamentais

@ Grau do vértice: Em um grafo G, definimos o grau de um vértice v como o
numero de arestas de G incidentes a v. Nesta definicdo, cada lago deve ser
contado duas vezes. Denotaremos o grau por d(v).

@ Se o grafo G é orientado, podemos também definir o grau de entrada e o grau
de saida de um vértice v como o nimero de arestas que entram em v ou saem
de v, respectivamente. Denotaremos esses nimeros por d*(v) e d=(v),
respectivamente. Note que cada lago é contado uma vez em ambos os graus.
Nesse caso, temos que d(v) = d*(v) + d~(v).
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Teorema: Em qualquer grafo G = (V, E, F), a soma dos graus de todos os vértices é
igual ao dobro do nimero de arestas. Isto é

D d(v) =2

veV

Prova: Cada aresta (lago ou néo) contribui duas unidades na soma dos graus.
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@ Grafos regulares: Um grafo G é regular se todos os seus vértices tem 0 mesmo
grau. Em particular se o grau dos vértices é r entdo G é chamado r-regular—
regular de grau r. Se o grafo G é orientado os graus de entrada e saida devem
ser iguais.
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@ Grafos completos: Um grafo G € chamado completo se néo tem lagos e existe
exatamente uma aresta entre cada par de vértices. Note que um grafo completo
é sempre um grafo simples e (n — 1) -regular.
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Corolario: Em todo grafo G = (V, E, F), o nimero de vértices de grau impar é par.
Prova: Sejam P o conjunto dos vértices de grau par e | 0 conjunto dos vértices de

grau impar. Entéao
Dldv) = > d(v)+ > d(v) = 2E]

veV veP vel
logo
D d(v) =21El- ) d(v)
vel veP

O lado direito da equagao acima é par. Como a soma de parcelas impares é par
somente se o nimero de parcelas for par, concluimos que o || é par.
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Exercicio: Quantas arestas tem um grafo completo com n vértices?

Exercicio: Quantas arestas possui um grafo k-regular com n vértices?
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Percursos em grafos Circuitos e ciclos

Passeios, trilhas e caminhos

@ Um passeio em um grafo G é uma sequéncia P = (vp, e1, V1,. .., €, Vk ), onde
cada v; é um vértice de G, cada e; € uma aresta de G, e os extremos de e; sdo
vi-1 e v;. O inteiro k é o comprimento do passeio, denotado por |P|. Quando o @ Dizemos que um passeio P = (vg, €1, vy,..., &k, V) com k > 1 é fechado se
grafo € simples podemos definir o passeio apenas pela sequéncia de seus Vo = Vg, isto &, se ele comeca e termina no mesmo vértice.
vértices. L . . .

@ Um circuito ou ciclo em um grafo G é um passeio fechado

@ Em particular, um passeio pode ter apenas um vértice e nenhuma aresta, (vo, €1, V1, ..., k-1, Vk_1, K, Vk) com k > 1 que n&o repete vértices nem arestas
P = (v). Tal passeio é dito trivial, e seu comprimento é zero. exceto vo = V.

@ Seas arestas ey, €2, ..., € a0 todas distintas o passeio € chamado de trilha. @ Em grafos orientados, passeios, trilhas, caminho e circuitos orientados seguem a
Note que uma trilha pode repetir vertices. mesma definicao, mas os arcos devem respeitar a orientacéo.

@ Um caminho em um grafo é um passeio que n&o repete vértices. E facil ver que
um caminho nao pode visitar mais de uma vez a mesma aresta, portanto todo
caminho também é uma trilha.

Note que um caminho de comprimento k visita exatamente k + 1 vértices
distintos e tem exatamente k — 1 vértices internos.
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Subgrafos Subgrafos Induzido

@ Um grafo H &€ um subgrafo de outro grafo G se V; C Vg, Ex C Eg, e cada aresta @ Se X é um subconjunto de Vg, define-se o subgrafo de G induzido por X,

de Ey tem os mesmos extremos em H e em G. denotado por G[X], como sendo o maior subgrafo de G cujo conjunto de vértices
@ Se G é orientado, H também precisa ser orientado e as arestas precisam ter é X. Isto é, o subgrafo com esses vértices cujas arestas sao todas as arestas de

também a mesma orientagdo. Ou seja, Fy € a restricdo Fg a Ep. G que possuem ambos os extremos em X.
@ Dado o grafo G, cada subgrafo H &€ completamente determinado pelos conjuntos (a) )

Vi e En. Se Vi = Vg o subgrafo H é chamado subgrafo gerador ou subgrafo A b4

espalhado.

(a) (b) (c)
A D D A D E E
E E E B c B c

Figura 13.7: (a)Um grafo G. (b) O subgrafo induzido G[X]onde X = {A,B,C.E} C VG.

b ¢ B ¢ 5 ¢ @ Um subgrafo induzido por um conjunto de arestas, contém somente aquelas
Figura 13.6: (a) Um grafo. (b) Um dos seus subgrafos. (¢) Um subgrafo gerador. arestas, e somente os vértices que sdo extremos dessas arestas.
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Grafos complementares

@ Dois grafos simples nao orientados G e H sao ditos complementares se eles
tem o mesmo conjunto de vértices V, e para qualquer par de vértices distintos
u,v e V, aaresta {u, v} esta em G se e somente se ela ndo esta em H.

@ No caso de grafos simples orientados, vale a mesma definigdo, com o par
ordenado (u, v) em vez de {u, v}.

@ Dito de outra forma, dois grafos simples G e H sdo complementares se e somente
se Vg = Vy, EnN Eg =0, e E4 U Eg sao todos os pares de vértices distintos. O
grafo complementar de um grafo simples G € chamado de complemento de G e
denotado por G. Observe que G U G é o grafo simples completo com vértices V.
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Representacdo matricial de grafos

@ A matriz de adjacéncia de um grafo finito G é simplesmente a representagdo
matricial da sua relagéo de adjacéncia. Ou seja, escolhida uma ordenagéo total
Vo, V4,...,Vn_1 dos vértices de G, construimos a matriz booleana M de n linhas e
n colunas onde Mj; é V se e somente se E inclui uma aresta com extremos (v;, vj)
no caso orientado, ou {v,-, v,-} no caso nao orientado. Observe que, neste segundo
caso, a matriz sera simétrica (M;; = M;; para quaisquer i e j).

@ Se a definicdo permite arestas multiplas, a matriz booleana de adjacéncias néo é
mais suficiente para representar completamente o grafo. Para tal fim, podemos
entretanto usar uma matriz M onde cada elemento M; € um namero natural,
especificamente o nimero de arestas com extremos (v;, v;) ou {v,-, v,-}, conforme o
caso. Porém, esta representagdo ainda ndo permite saber quais arestas ligam
esses dois vértices.
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(a)

(b)

V4 Vi Vg

Vg Vs Vg

Vi Va V3

Figura 13.10: (a) Um grafo G. (b) O seu complemento G
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Matriz de incidéncia

@ A matriz de incidéncia de um grafo finito ndo orientado G é simplesmente a
representagdo matricial da sua relagdo de incidéncia. Ou seja, escolhida uma
ordenagéo total vp, v1, ..., Vs—1 dos vértices de G e uma ordenagéo total
€o, €1, ...,Em_1 das arestas, construimos a matriz booleana M de n linhas e m
colunas onde Mj é V se, e somente se o vértice v; € um extremo da aresta eg.

@ Dadas as listas de vértices e arestas, a matriz de incidéncia determina
completamente o grafo, mesmo quando este possui lagos ou arestas paralelas.

@ Em algumas aplicagdes, é conveniente combinar estas duas matrizes em uma
Unica matriz M cujos elementos sdo inteiros no conjunto {+1,0, —1}; sendo que
Mi € +1 se e, entraem v;, —1 se e, sai de v;, e 0 se e, ndo incide em v;. Ou

seja, My = MI - M., supondo que V = 1 e F = 0. Entretanto, esta

representacdo somente pode ser usada se o grafo nao tiver lagos.
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