Matematica Discreta

Pedro Hokama

Grafos planares

@ Um quebra-cabegas classico pede para ligar trés casas a trés centrais de servico
— &gua, esgoto e internet banda-larga — sem que nenhuma dessas ligagoes
cruze qualquer outra.
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@ O problema pede para desenhar um grafo G (neste caso, o grafo completo
bipartido K3 3) no plano, de modo que nenhuma aresta cruze outra aresta ou
passe por um vértice que nao é seu extremo.

@ Um desenho deste tipo € chamado de representacao planar do grafo G.
@ Se G pode ser desenhado desta forma, dizemos que ele é um grafo planar.

@ Nem todo grafo é planar.
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Figura 13.21: (a) Um grafo ndo planar. (b) Um grafo planar.
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@ Uma representagéo planar de um grafo divide o plano em uma ou mais regides,
separadas pelos desenhos dos vértices e arestas.

@ Essas regides sdo chamadas de faces da representacédo. Na figura (b) ha cinco
faces (A,B,C,D,E). Note que uma dessas regides — a face externa E — tem

tamanho infinito, as demais tem tamanho finito.
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Figura 13.21: (a) Um grafo ndo planar. (b) Um grafo planar.

A férmula de Euler para grafos planares

@ Um mesmo grafo planar G pode ter varias representacdes planares bem

diferentes.

@ Na figura por exemplo, no primeiro desenho as faces A,B,C,Dtem 3,3,5e 5
lados, respectivamente, enquanto que no segundo as faces A’, B’, C’, D’ tem 3,
3, 4 e 6 lados, respectivamente.
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@ Teorema: Seja G uma representacao planar de um grafo G. Uma aresta e de G
pertence a um circuito se, e somente se, ela separa duas faces distintas de G.

@ Corolario: Um grafo é uma arvore se e somente se ele tem uma representagdo
planar com uma Unica face.

@ No entanto, Euler descobriu que toda representagao planar de um mesmo grafo
G tem 0 mesmo numero de faces.

@ Teorema: [Formula de Euler] Seja G uma representacdo planar de um grafo
simples e conexo G. Seja f o nUmero de faces de G. Entdo f = e — v + 2, onde
v=|V|ee=|E|L

Prova:

@ Base: Vamos provar usando indu¢do no numero de faces de G.Sef=1 entao,
pelo corolario visto anteriormente, G € uma arvore. Nesse caso, pelo temos
e = v — 1. Portanto o enunciado vale para f = 1.

@ Hipotese de Indugao: Suponhamos agora que f € um inteiro maior ou igual a2 e
que a afirmacéo é verdadeira para todas as representagdes planares de grafos
simples com o nimero de faces menor que f.
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@ Passo de Inducéao: Seja G uma representacdo de um grafo conexo e planar G
com f faces. Escolha uma aresta a de G que néo seja uma aresta de corte.
Logo a pertence a algum circuito de G e portanto ela separa duas faces distintas
de G. Entdo retirando a aresta a de G obtemos uma representacao G’ do
subgrafo G — a. Observe que G — a é conexo e que G’ tem f' = f — 1 faces, pois
as duas faces de G separadas por a tornam-se uma face em G. Sejamv' =ve
e’ = e — 1 o nimero de vértices e arestas do grafo G — a. Por hipétese de
indugéao temos que

ff=e-v +2
ou seja
(f-1)=(e-1)-v+2

e portanto
f=e-v+2

Corolario: Seja G um grafo planar, simples e conexo, com pelo menos trés vértices.
Se G nao possui ciclos de comprimento 3, entdo |[E| < 2|V| - 4.

Este corolario permite concluir que Ks 3 ndo € planar, pois ele ndo tem ciclos de
comprimento 3, tem |V,,| = 6, |Ei,s| = 9, € 9> 2.6 — 4 = 8. Observe que este
resultado mostra que o problema das trés casas e trés servigos nao tem solucao.
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@ Uma consequéncia da formula de Euler € que um grafo planar ndo pode ter
muitas arestas. Mais precisamente:

Corolario: Seja G um grafo planar, simples e conexo, com pelo menos trés

vértices. Entéo |E| < 3|V| - 6.

Prova:

Seja S a soma dos lados. 3f < S < 2e. Logo f < 2/3e

Fim.

f=e-v+42
2/3e>ze-v+2
v-22>1/3e
3v-62>e

@ Esse corolério permite concluir que o grafo completo Ks nao é planar, pois para

ele temos |Vi;| = 5, |Ex,| = 10,610 >3-5-6 = 9.

O teorema de Kuratowski
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@ Em 1930, o matematico polonés Kasimierz Kuratowski (1896—1980) descobriu que &

possivel caracterizar os grafos planares apenas em termos discretos.

@ Para apresentar esse resultado precisamos do conceito de subdivisao de um grafo.

@ Dizemos que um grafo simples H é uma subdivisao de outro grafo simples G se
Vs € Vi, e para cada aresta e € Eg existe um caminho C, em H ligando os extremos e;
sendo que toda aresta de Ey e todo vértice de Vi \ Vg ocorre em exatamente um destes
caminhos. (Ou seja, se e somente se H pode ser obtido de G inserindo-se zero ou mais
vértices novos ao longo de cada aresta.)
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@ Teorema: [Teorema de Kuratowski] Um grafo G é planar se e somente se ele nao
contém um subgrafo que seja isomorfo a uma subdivisdo do Ks ou do K3 3.

Exemplo: A figura (a) mostra o chamado grafo de Petersen (estudado pelo
matematico dinamarqués Julius Petersen, 1839—1910) que denotaremos por P. Seja
H o subgrafo de P formado pelos vértices e arestas cheias, que esta redesenhado
na figura (b). Neste desenho é facil ver que H é isomorfo a uma subdivisdo do grafo
completo Kj 3 ilustrado na figura (c). Note, por exemplo, que o caminho (e, a, f) de H
corresponde a aresta (1,4) de K 3.

(c) (d)
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@ Verfica-se que H também é um grafo planar, e tem uma representagao planar H
tal que cada vértice de H esta dentro da face correspondente de G, e vice-versa;
e que uma aresta e’ em H cruza uma aresta e”’ de G se, e somente se, e’ = e”’.
Neste caso, diz-se que Ge Hsao representacoes planares duais, e que Ge H
sao grafos duais.
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Grafo dual

@ Seja G uma representagao planar de um grafo G, e seja H um grafo definido da
seguinte maneira:
» Os vértices de H s&o as faces de G;
» As arestas de H sao as arestas de G;
» Uma aresta e tem extremos nos vértices A e B em H se e somente se ela é parte

da fronteira entre as faces A e B em G.

@ Para cada afirmacéo sobre uma representagao planar G ha uma afirmagao
equivalente sobre a representagao dual H, onde os conceitos de face e vértice
trocam de papéis.

@ Por exemplo, dizer que G possui um vértice de grau 5 equivale a dizer que A
possui uma face com cinco lados (levando em conta que uma mesma aresta
pode contribuir com dois lados).

@ Aplicando esta correspondéncia a teoremas j& provados podemos obter outros
teoremas, as vezes nada ébvios, que néo precisam ser demonstrados.
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Coloracgao de grafos

Coloragao de mapas

@ E costume em mapas pintar os paises (estados, municipios, etc) com cores
variadas, de tal forma que estados que tem fronteira comum tenham cores
diferentes — a fim de tornar as fronteiras mais visiveis. Uma questéo antiga é
quantas cores diferentes sdo necessarias para esse fim.

A experiéncia sugere que trés cores sdo insuficientes, mas quatro cores bastam
(desde que cada pais seja um Unico territério continuo).

Sera que existe algum mapa que precisa de cinco (ou mais) cores?
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Em 1996 Robertson, Sanders, Seymour e Thomas conseguiram simplificar a
demonstragdo reduzindo a lista para “apenas” 633 casos. (Hoje demonstragdes
usando computador tornaram-se ferramentas importantes em matematica.)

Um mapa de paises pode ser visto como uma representacao planar G de um
grafo G: cada vértice de G € um ponto do mapa onde trés ou mais paises tem
fronteira comum, e cada aresta € um trecho de fronteira entre dois paises ligando
dois desse pontos.

Na representagéo dual H de G, cada vértice é um pais e existe uma aresta
ligando dois paises se, e somente se, eles tem um trecho de fronteira em comum.

Portanto, o resultado de Appel e Haken pode ser reformulado como segue
Teorema: [Teorema das quatro cores] Se H é um grafo planar é sempre possivel

colorir seus vértices com quatro cores, de modo que quaisquer dois vértices
adjcentes tenham cores distintas.
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@ Em 1852 esta questéao foi colocada como um problema matematico pelo aluno
inglés Francis Guthrie (1831-1899), e foi amplamente divulgada pelo seu
professor Augustus De Morgan.

@ Em 1879, o matematico inglés Alfred Kempe (1849-1922) publicou uma
demonstragéo de que quatro cores eram suficientes.

@ Porém, em 1890 foi observado que havia uma falha na demonstragéo de Kempe.

@ Uma demonstragao correta foi obtida apenas em 1976, por Kenneth Appel e
Wolfgang Haken.

@ Essa demonstragédo causou bastante controvérsia, pois os autores reduziram o
problema a 2000 casos separados, € utilizaram um programa de computador
para enumerar e verificar todos esses casos.

@ Por esse motivo muitos matematicos se recusaram a considerar a demonstragao
vélida, e ela foi publicada somente em 1989.

Coloracao de grafos em geral

@ O problema das quatro cores é um caso particular de uma questao mais geral
sobre grafos arbitrarios (ndo necessariamente planares).

@ Definimos uma k-coloragao de um grafo simples G como uma atribuigcdo de k
cores aos vértices de tal forma que vértices adjacentes ndo tem a mesma cor.

@ O numero cromatico de G é o menor nimero k de cores tal que G tem uma
k-coloragéo. Denotaremos por x(G) o niUmero cromético de um grafo G.
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@ E facil ver que o nimero cromético de G é 2 se e somente se G é bipartido, e que
0 numero cromatico do grafo completo K, € n.

@ O teorema das quatro cores diz que o nUmero cromatico de um grafo planar é no
maximo 4.

@ Ainda nédo se conhece um algoritmo eficiente para determinar o nimero
cromatico de um grafo simples G arbitrario. Entretanto, existe um teorema que
limita esse numero:

Teorema: Seja G um grafo simples e A o maior dos graus de seus vértices. O
ndmero cromatico de G é no maximo A + 1.
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