Capitulo 8

Ordenacdo em tempo linear

Apresentamos até agora diversos algoritmos que podem ordenar » nimeros no tempo O(n
lg n). A ordenacio por intercalacio e o heapsort alcancam esse limite superior no pior ¢caso;
quicksort o alcanca na média. Além disso, para cada um desses algoritmos, podemos produ-
zir uma seqiiéncia de n nameros de entrada que faz o algoritmo ser executado no tempo Q(#
g n).

Esses algoritmos compartilham uma propriedade interessante: a seqiiéncia ordenada que
eles determinam se baseia apenas em comparacoes entre os elementos de entrada. Chamamos
esses algoritmos de ordenacio de ordenacoes por comparacao. Todos os algoritmos de or-
denagdo apresentados até agora sio portanto ordenagdes por comparagio.

Na Se¢ao 8.1, provaremos que qualquer ordenagio por comparacao deve efetuar Q(n 1g n)
comparagoes no pior caso para ordenar n elementos. Desse modo, a ordenacio por intercala-
¢ao e heapsort sdo assintoticamente 6timas, € nao existe nenhuma ordenag¢io por comparagao
que seja mais rapida por mais de um fator constante.

As Secoes 8.2, 8.3 e 8.4 examinam trés algoritmos de ordenag¢io — ordenacio por contagem,
radix sort (ordenacio da raiz) ¢ bucket sort (ordenagao por balde) — que sao executados em tem-
po linear. E desnecessario dizer que esses algoritmos utilizam outras operacoes diferentes de
comparagdes para determinar a sequéncia ordenada. Em consequéncia disso, o limite inferior
Q(n Ig n) nao se aplica a eles.

8.1 Limites inferiores para ordenacao

Em uma ordenacao por comparagao, usamos apenas comparagoes entre elementos para obter
informagoes de ordem sobre uma sequiiéncia de entrada {a;, 4, ..., a,,). Ou seja, dados dois ele-
mentos ; € a;, executamos um dos testes a, < a;, a,< a; a, = a,, a, > a;0u a; > d;, para determi-
nar sua ordem relativa. Podemos inspecionar os valores dos elementos ou obter informacoes de
ordem sobre eles de qualquer outro modo.

Nesta se¢do, vamos supor sem perda de generalidade que todos os elementos de entrada
sao distintos. Dada essa hipotese, as comparagoes da forma g, = a; sao inuteis; assim, podemos
supor que nio € feita nenhuma comparag¢ao dessa forma. Também observamos que as compara-
goesa;<a; a;>a; a; > a;e a; < a;sao todas equivalentes, em virtude de produzirem informa-
¢oes idénticas sobre a ordem relativa de ; € a;. Por essa razao, vamos supor que todas as compa-

ragoes t€m a forma @; < a;.
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FIGURA 8.1 A drvore de decisdo para ordenagao por insercio, operando sobre trés elementos. Um né in-
terno anotado por #;f indica uma comparagio entre &, e @, Uma folha anotada pela permutagio ((1),
7(2),...,m(n)}indicaa ordenagioa,, <a,, <--<a,,,. O caminho sombreado indica as decis6es tomadas
durante a ordenagio da seqiiéncia de entrada{a, = 6, a, = 8, a, = 5); a permutacio(3, 1, 2) nafolha indica
que aseqiiéncia ordenada éa, = 5<a, = 6<a, = 8. Existem 3! = 6 permutacoes possiveis dos elementos
de entrada; assim, a arvore de decisao deve ter no minimo 6 folhas ‘

O modelo de arvore de decisao

As ordenagbes por comparacio podem ser vistas de modo abstrato em termos de drvores
de decisdao. Uma drvore de decisio € uma drvore bindria completa que representa as compa-
ragoes executadas por um algoritmo de ordenagio quando ele opera sobre uma entrada de
um tamanho dado. Controle, movimentacio de dados e todos os outros aspectos do algorit-
mo sao ignorados. A Figura 8.1 mostra a drvore de decisao correspondente ao algoritmo de
ordenacao por inser¢io da Secao 2.1, operando sobre uma seqiéncia de entrada de trés ele-
mentos.

Em uma 4rvore de decisdo, cada né interno é anotado por #;j para algum e j no intervalo 1 <
i,j <n, onde n é o nimero de elementos na seqliéncia de entrada. Cada folha é anotada por uma
permutacio (1), 7(2), ..., 1(n)). (Consulte a Seciao C.1 para adquirir experiéncia em permuta-
¢oes.) A execugio do algoritmo de ordenacao corresponde a tragar um caminho desde a raizda
arvore de decisio at¢ uma folha. Em cada né interno, € feita uma comparagao @; < a;. Asubarvore
da esquerda determina entdo comparagGes subseqlientes para g, < @;, € a subarvore da direita
determina comparagdes subsequientes para a, > &;. Quando chegamos a uma folha, o algoritmo
de ordenagao estabelece a ordem @, (1) < @y 3) <+ £ @y, Como qualquer algoritmo de ordena-
¢ao correto deve ser capaz de produzir cada permutacio de sua entrada, uma condigio necessa-
ria para uma ordenagao por comparagao ser correta é que cada uma das ! permutacgdes sobre 7
elementos deve aparecer como uma das folhas da arvore de decisiao, e que cada uma dessas fo-
lhas deve ser acessivel a partir da raiz por um caminho correspondente a uma execucao real da
ordenacio por comparacio. (Iremos nos referir a tais folhas como “acessiveis”.) Desse modo,
consideraremos apenas drvores de decisio em que cada permuta¢io aparece como uma folha
acessivel.

Um limite inferior para o pior caso

O comprimento do caminho mais longo da raiz de uma arvore de decisao até qualquer de suas
folhas acessiveis representa o nimero de comparagdes do pior caso que o algoritmo de ordena-
¢ao correspondente executa. Conseqiientemente, o nimero de comparagdes do pior caso para
um dado algoritmo de ordenagao por comparacao € igual a altura de sua drvore de decisio. Um
limite inferior sobre as alturas de todas as arvores de decisao em que cada-permutagao aparece
como uma folha acessivel € portanto um limite inferior sobre o tempo de execugiao de qualquer
algoritmo de ordenacio por comparacio. O teorema a seguir estabelece esse limite inferior.

Teorema 8.1
Qualquer algoritmo de ordenagio por comparagio exige Q(7 g n) comparagoes no pior caso.



Prova Da discussdo precedente, basta determinar a altura de uma arvore de decisio em que
cada permutagao aparece como uma folha acessivel. Considere uma arvore de decisao de altura
b com / folhas acessiveis correspondente a uma ordenag¢ao por comparacio sobre z elementos.
Como cada uma das n! permutagoes da entrada aparece como alguma folha, temos n! </. Tendo
em vista que uma 4rvore bindria de altura » nio tem mais de 2? folhas, temos

nt<l<2b,

que, usando-se logaritmos, implica

b > lg(nh (pois a funcio Ig é monotonicamente crescente)
= Q(nlgn) (pela equacgio (3.18)) . ]

Corolario 8.2
O heapsort e a ordenagio por intercalagio sio ordenagbes por comparagio assintoticamente
otimas.

Prova Os O(nlgn) limites superiores sobre os tempos de execucio para heapsort e ordenacao
por intercalagio correspondem ao limite inferior Q(zn Ig n#) do pior caso do Teorema 8.1. =u

Exercicios

8.1-1
Qual é a menor profundidade possivel de uma folha em uma 4rvore de decisao para uma orde-
nagao por comparacao?

8.1-2
Obtenha limites assintoticamente restritos sobre 1g(n!) sem usar a aproximagio de Stirling. Em
vez disso, avalie o somatério ZZ: ,18 &, empregando técnicas da Secio A.2.

8.1-3

Mostre que nao existe nenhuma ordenagao por comparagao cujo tempo de execugao seja linear
para pelo menos metade das »n! entradas de comprimento 7. E no caso de uma fragio 1/n das en-
tradas de comprimento #? E no caso de uma fragao 1/2"?

8.1-4

Vocé recebeu uma seqiiéncia de n elementos para ordenar. A seqiiéncia de entrada consiste em
n/k subsequiéncias, cada uma contendo & elementos. Os elementos em uma dada subseqiiéncia
sdo todos menores que os elementos na subseqiiéncia seguinte e maiores que os elementos na
subseqii€éncia precedente. Desse modo, tudo que é necessirio para ordenar a sequéncia inteira
de comprimento 7z é ordenar os k£ elementos em cada uma das n/k subseqiiéncias. Mostre um li-
mite inferior Q(7 lg k) sobre o nimero de comparagoes necessirias para resolver essa varia¢io
do problema de ordenacio. (Sugestdo: Nio é rigoroso simplesmente combinar os limites infe-
riores para as subsequéncias individuais.)

8.2 Ordenacao por contagem

A ordenacdo por contagem pressupoe que cada um dos n elementos de entrada é um inteiro no

intervalo de 1 a %, para algum inteiro k. Quando 2 = O(n), a ordenagio é executada no tempo O (n).
A idéia basica da ordenacio por contagem é determinar, para cada elemento de entrada x, o

numero de elementos menores que x. Essa informacao pode ser usada para inserir o elemento x
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diretamente em sua posi¢ao no arranjo de saida. Por exemplo, se ha 17 elementos menores que
x, entdo x € colocado na posicio de saida 18. Esse esquema deve ser ligeiramente modificado
para manipular a situagao na qual virios elementos t€ém o mesmo valor, pois nao queremos inse-
rir todos eles na mesma posigio.

No cédigo para ordenagio por contagem, partimos da suposi¢io de que a entrada é um ar-
ranjo A[1 .. n] e, portanto, comprimento[A] = n. Exigimos dois outros arranjos: o arranjo B[1 ..
n] contém a saida ordenada, e o arranjo C[0 .. k] fornece um espaco de armazenamento de traba-
lho temporirio.

COUNTING-SORT(A, B, k)
1 fori<—Otok

do C[i] « 0
for j « 1 to comprimento[A]

do C[A[j]] < C[A[j]] + 1
> Agora C[¢] contém o namero de elementos iguais a 7.
fori—ftok

do C[i] « C[7] + C[i - 1]
> Agora C[#] contém o numero de elementos menores que ou iguais a 7.
for j « comprimento[A] downto 1

do B[C[A[j]]] « A[/]

CIA[f]] « ClAL]] - 1

N 00 NN

[
—- O
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FIGURA 8.2 A operaciao de COUNTING-SORT sobre um arranjo de entrada A[1 .. 8], onde cada elemento
de A é um inteiro n2o negativo nio maior que k = 5. (a) O arranjo A e o arranjo auxiliar Capds a linha 4. (b)
O arranjo C ap6s a linha 7. (¢)—(e) O arranjo de saida B € o arranjo auxiliar C apés uma, duas e trés itera-
¢oes do loop nas linhas 9 a 11, respectivamente. Apenas os elementos levemente sombreados do arranjo
B foram preenchidos. (f) O arranjo de saida final ordenado B

A ordenacio por contagem é ilustrada na Figura 8.2, Apdés a inicializa¢iao no loop for das li-
nhas 1 e 2, inspecionamos cada elemento de entrada no loop for das linhas 3 e 4. Se o valor de
um elemento de entrada € i, incrementamos C[7]. Desse modo, depois da linha 4, C[7] contém
um nimero de elementos de entrada igual a 7 para cada inteiroi =0, 1, ..., k. Nas linhas 6 ¢ 7 de-
terminamos, paracadai = 0, 1, ..., k, quantos elementos de entrada sao menores que ou iguais a
i; mantendo uma soma atualizada do arranjo C.

Finalmente, no loop for das linhas 9 a 11, colocamos cada elemento A[f] em sua posicao or-
denada correta no arranjo de saida B. Se todos os »# elementos forem distintos, entdo, quando

136| entrarmos pela primeira vez na linha 9, para cada A[j], o valor C[A[/]] serd a posicao final correta



de A[j] no arranjo de saida, pois existem C[A[f]] elementos menores que ou iguais a A[j]. Como
os elementos podem nao ser distintos, decrementamos C[A[f]] toda vez que inserimos um valor
A[j] no arranjo B; isso faz com que o proximo elemento de entrada com um valor igual aA[f], se
existir algum, va para a posi¢io imediatamente anterior a A[j] no arranjo de saida.

Quanto tempo a ordenagao por contagem exige? O loop for das linhas 1 e 2 demora o tempo
©(k), o loop for das linhas 3 e 4 demora o tempo ® (1), o loop for das linhas 6 e 7 demora o tem-
po O(k) e oloop for das linhas 9 a2 11 demora o tempo @(72). Portanto, o tempo total é O (k + 7).
Na pratica, normalmente usamos a ordenacao por contagem quando temos & = O(72), €m cujo
caso o tempo de execugao € O(n).

A ordenacio por contagem supera o limite inferior de Q(n Ig n) demonstrado na Segio 8.1,
porque nao é uma ordenacio por comparacio. De fato, nenhuma comparagio entre elementos
de entrada ocorre em qualquer lugar no cédigo. Em vez disso, a ordenagao por contagem utiliza
os valores reais dos elementos para efetuar a indexacdo em um arranjo. O limite inferior Q (2 1g 7)
para ordenacio nio se aplica quando nos afastamos do modelo de ordenagao por comparagio.

Uma propriedade importante da ordenagio por contagem € o fato de ela ser estdvel: nime-
ros com 0 mesmo valor aparecem no arranjo de saida na mesma ordem em que s€ encontram no
arranjo de entrada. Ou seja, os vinculos entre dois nimeros sao rompidos pela regra de que
qualquer namero que aparecer primeiro no arranjo de entrada aparecerd primeiro no arranjo
de saida. Normalmente, a propriedade de estabilidade sé é importante quando dados satélite
sdo transportados juntamente com o elemento que estd sendo ordenado. A estabilidade da or-
denacao por contagem ¢ importante por outra razio: a ordenacio por contagem é usada fre-
qlentemente como uma sub-rotina em radix sort. Como veremos na proxima se¢ao, a estabili-
dade da ordenagio por contagem ¢é crucial para a correcao da radix sort.

Exercicios

8.2-1
Usando a Figura 8.2 como modelo, ilustre a operacio de COUNTING-SORT sobre o arranjo A =
(6,0,2,0,1,3,4,6, 1, 3, 2).

82-2
Prove que COUNTING-SORT ¢ estavel.

8.2-3
Suponha que o cabecgalho do loop for na linha 9 do procedimento COUNTING-SORT seja rees-
Crito:

9 forj « 1 to comprimento[A]

Mostre ue o algoritmo ainda funciona corretamente. O algoritmo modificado é estavel?

8.2-4

Descreva um algoritmo que, dados 7 inteiros no intervalo de 0 a &, realiza o pré-processamento
de sua entrada e depois responde a qualquer consulta sobre quantos dos 7z inteiros recaem em
um intervalo [a .. b] no tempo O(1). Seu algoritmo deve utilizar o tempo de pré-processamento
O + k).

8.3 Radix sort

A radix sort (ou ordenacao da raiz) é o algoritmo usado pelas miaquinas de ordenagio de
cartdes que agora sao encontradas apenas nos museus de informatica. Os cartdes estao organi-
zados em 80 colunas, € em cada coluna pode ser feita uma perfuragao em umade 12 posicoes. O |,



ordenador pode ser “programado” mecanicamente para examinar uma determinada coluna de
cada cartao em uma pilha e distribuir o cartio em uma de 12 caixas, dependendo de qual foi o lo-
cal perfurado. Um operador pode entao juntar os cartdes caixa por caixa, de modo que os car-
tdes com a primeira posicio perfurada fiquem sobre os cartées com a segunda posi¢io perfura-
da e assim por diante.

329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 werilte 457 weediie 839 wedir 457
436 657 355 657
720 329 457 720
355 839 657 839

FIGURA 8.3 A operagio de radix sort sobre uma lista de sete nimeros de 3 digitos. A primeira coluna é a
entrada. As colunas restantes mostram a lista apds ordenacoes sucessivas sobre posicoes de digitos cada
vez mais significativas. As setas verticais indicam a posi¢ao do digito sobre o qual é feita a ordenacao para
produzir cada lista a partir da anterior

No caso de digitos decimais, apenas 10 posicoes sio utilizadas em cada coluna. (As outras
duas posigoes sdo usadas para codificagao de caracteres nao numéricos.) Assim, um namero de
d digitos ocuparia um campo de 4 colunas. Tendo em vista que o ordenador de cartdes pode
examinar apenas uma coluna de cada vez, o problema de ordenar 7z cartbes em um nimero de d
digitos requer um algoritmo de ordenagio.

Intuitivamente, poderiamos ordenar niumeros sobre seu digito mais significativo, ordenar
cada uma das caixas resultantes recursivamente, e entio combinar as pilhas em ordem. Infeliz-
mente, como os cartoes em 9 das 10 caixas devem ser postos de lado para se ordenar cada uma
das caixas, esse procedimento gera muitas pilhas intermedidrias de cartées que devem ser con-
troladas. (Ver Exercicio 8.3-5.) }

A radix sort resolve o problema da ordenagio de cart6es de modo contra-intuitivo ordenan-
do primeiro sobre o digito menos significativo. Os cartdes sio entio combinados em uma Uunica
pilha, com os cartdes na caixa 0 precedendo os cartoes na caixa 1, que precedem 0s cartoes na
caixa 2 e assim por diante. Entdo, a pilha inteira é ordenada novamente sobre o segundo digito
menos significativo e recombinada de maneira semelhante. O processo continua até os cartoes
terem sido ordenados sobre todos os d digitos. E interessante observar que, nesse ponto, os car-
toes estio completamente ordenados sobre o nimero de 4 digitos. Desse modo, apenas d pas-
sagens pela pilha sao necessarias para se fazer a ordenacao. A Figura 8.3 mostra como a radix sort
opera sobre uma “pilha” (ou um “deck”) de sete nimeros de 3 digitos.

E essencial que as ordenacdes de digitos nesse algoritmo sejam estdveis. A ordenagio execu-
tada por um ordenador de cartbes é estivel, mas o operador tem de ser cauteloso para nao alte-
rar a ordem dos cartoes 2 medida que eles sio retirados de uma caixa, ainda que todos os cartoes
em uma caixa tenham o mesmo digito na coluna escolhida.

Em um computador tipico, que é uma maquina seqiiencial de acesso aleatorio, a radix sort é
usada as vezes para ordenar registros de informacdes chaveados por varios campos. Por exem-
plo, talvez fosse desejavel ordenar datas por trés chaves: ano, més e dia. Poderiamos executar
um algoritmo de ordena¢iao com uma fungio de comparagao que, dadas duas datas, comparasse
anos e, se houvesse uma ligacio, comparasse meses e, se ocorresse outra ligacio, comparasse
dias. Como outra alternativa, poderiamos ordenar as informagoes trés vezes com uma ordena-
¢io estivel: primeiro sobre o dia, em seguida sobre o més, e finalmente sobre o ano.

O cédigo para radix sort é direto. O procedimento a seguir supde que cada elemento no ar-
ranjo de 7 elementos A tem d digitos, onde o digito 1 € o digito de mais baixa ordem e o digitod €
138] © digito de mais alta ordem.



RADIX-SORT(A, A)
1 forie—1tod
2 do usar uma ordenacio estdvel para ordenar o arranjo A sobre o digito #

Lema 8.3
Dados # nimeros de d digitos em que cada digito pode assumir até & valores possiveis,
RADIX-SORT ordena corretamente esses nameros no tempo O(d(n + k)).

Prova A correcdo de radix sort se segue por indugio sobre a coluna que estd sendo ordenada
(ver Exercicio 8.3-3). A anilise do tempo de execugao depende da ordenagiao estavel usada
como algoritmo de ordenacio intermedidria. Quando cada digito estd no intervalode O ak -1
(de modo que possa assumir até k valores possiveis) e k nio é muito grande, a ordenagio por
contagem ¢ a escolha 6bvia. Cada passagem sobre z# numeros de d digitos leva entio o tempo
O(n + k). Hi d passagens; assim, o tempo total para radix sort é @(d(n + k)). [

Quando 4 é constante e k = O(n), radix sort € executada em tempo linear. Mais geralmente,
temos alguma flexibilidade em como quebrar cada chave em digitos.

Lema 8.4
Dados n nimeros de b bits € qualquer inteiro positivo r < b, RADIX-SORT ordena corretamente
esses nimeros no tempo ((b/r)(n + 27).

Prova Paraum valorr<b, visualizamos cada chave como tendo d =[ b/r | digitos de r bits cada.
Cada digito é um inteiro no intervalo 0 a 2" - 1, de forma que podemos usar a ordenacio por con-
tagem com £ = 2"~ 1. (Por exemplo, podemos visualizar uma palavra de 32 bits como tendo 4 di-
gitos de 8 bits, deformaque b =32, r =8,k =2"-1 = 255 ed = b/r = 4.) Cada passagem da or-
denacao por contagem leva o tempo O(n + k&) = O(n + 2") e hd d passagens, dando um tempo
de execucio total igual a @d(n + 27)) = O((b/r)(n + 27)). =

Para valores de n € b dados, desejamos escolher o valor de r, com r < b, que minimiza a ex-
pressio (b/r)(n + 27). Se b < |lg n], para qualquer valor de » < b, temos (n + 2") = O(n). Desse
modo, a escolha de » = b produz um tempo de execucio (b/b) (n + 2°) = ©(n), que é assintotica-
mente 6timo.Se b= |_lg n ) entioaescolhader = |_lg n |fornece o melhor tempo dentro de um fa-
tor constante, que podemos ver como a seguir. A escolha de r = | Ig | produz um tempo de exe-
cucio ©(bn/lg n). A medida que aumentamos r acima de lig 7], o termo 2" no numerador au-
menta mais ripido que o termo r no denominador, e assim o aumento de r acima de L1g 7] resul-
taem um tempo de execucio Q(bn/lgn). Se, em vez disso, diminuirmos r abaixo de | 1g 2], entio
o termo b/r aumentard, € o termo 7 + 2" permaneceria em O(n).

E preferivel radix sort a um algoritmo de ordenac¢io baseado em comparagio, como
quicksort? Se b = O(lg ), como € freqiientemente o caso, e escolhemos r = Ig z, entao o tem-
po de execugio de radix sort é @(n), que parece ser melhor que o tempo do caso médio de
quicksort, ®(n 1g n). Porém, os fatores constantes ocultos na notagio ® sio diferentes.
Embora radix sort possa fazer menos passagens que quicksort sobre as # chaves, cada passa-
gem de radix sort pode tomar um tempo significativamente maior. Determinar o algoritmo
de ordenacao preferivel depende das caracteristicas das implementacoes, da miquina subja-
cente (por exemplo, quicksort utiliza com freqiéncia caches de hardware de modo mais efi-
caz que radix sort) e dos dados de entrada. Além disso, a versao de radix sort que utiliza a or-
denacio por contagem como ordenacio estavel intermedidria nio efetua a ordenacio local,
o que € feito por muitas das ordenagdes por comparag¢ao no tempo O(n lg n). Desse modo,
quando o espago de armazenamento da memoria primaria é importante, um algoritmo local
como quicksort pode ser preferivel.
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Exercicios

8-3'1

Usando a Figura 8.3 como modelo, ilustre a operacio de RADIX-SORT sobre a seguinte lista de
palavras em inglés: COW, DOG, SEA, RUG, ROW, MOB, BOX, TAB, BAR, EAR, TAR, DIG, BIG,
TEA, NOW, FOX.

8.3-2

Quais dos seguintes algoritmos de ordenagao sio estiveis: ordenacao por inser¢io, ordenagao
por intercalacao, heapsort e quicksort? Fornega um esquema simples que torne estivel qual-
quer algoritmo de ordenacio. Quanto tempo e espaco adicional seu esquema requer?

8.3-3 5
Use a indug¢ao para provar que radix sort funciona. Onde sua prova necessita da hipotese de que
a ordenacio intermedidria € estavel?

8.3-4
Mostre como ordenar 7 inteiros no intervalo de 0 a 72 — 1 no tempo O(#n).

8.3-5

No primeiro algoritmo de ordenagao de cartdes desta se¢ao, exatamente quantas passagens de
ordenagao sio necessarias para ordenar nameros decimais de 4 digitos no pior caso? Quantas
pilhas de cartdes um operador precisaria controlar no pior caso?

8.4 Bucket sort

A bucket sort (ou ordenacado por balde) funciona em tempo linear quando a entrada é gera-
da a partir de uma distribui¢ao uniforme. Como a ordenagio por contagem, a bucket sort € rapi-
da porque pressupoe algo sobre a entrada. Enquanto a ordenag¢iao por contagem presume que a
entrada consiste em inteiros em um intervalo pequeno, bucket sort presume que a entrada é ge-
rada por um processo aleatorio que distribui elementos uniformemente sobre o intervalo [0, 1).
(Consulte a Segio C.2 para ver uma defini¢io de distribuic¢do uniforme.)

A idéia de bucket sort € dividir o intervalo [0, 1) em 7 subintervalos de igual tamanho, ou
baldes, e depois distribuir os # nameros de entrada entre os baldes. Tendo em vista que as en-
tradas sao uniformemente distribuidas sobre [0, 1), ndo esperamos que muitos nimeros caiam
em cada balde. Para produzir a saida, simplesmente ordenamos os nimeros em cada balde, e
depois percorremos os baldes em ordem, listando os elementos contidos em cada um.

Nosso codigo para bucket sort pressupoe que a entrada € um arranjo de 7z elementos A, €
que cada elemento A[£] no arranjo satisfaza 0 <A[7] < 1. O c6digo exige um arranjo auxiliar B{0
..n—1] delistas ligadas (baldes) e pressupde que existe um mecanismo para manter tais listas. (A
Secao 10.2 descreve como implementar operagoes basicas sobre listas ligadas.)

BUCKET-SORT(4)

1 n < comprimento[A]

2 fori<1ton

3 do inserir A[] na lista B[LnA[#]]]

4 fori<—Oton-1

5 do ordenar lista B[] com ordenacgio por insergao

6 concatenar as listas B[0], B[1], ..., B[n — 1] juntas em ordem

AFigura 8.4 mostra a operacao de bucket sort sobre um arranjo de entrada de 10 nameros.
Para ver que esse algoritmo funciona, considere dois elementos A[7] e A[f]. Suponha sem
perda de generalidade que A[#] <A[f]. Tendo em vista que | nA[7]]<| nA[7]], o elemento A[#] é in-
10| serido no mesmo balde que A[j] ou em um balde com indice mais baixo. Se A[7] e A[/] sao inseri-



dos no mesmo balde, entio o loop for das linhas 4 e 5 os coloca na ordem adequada. Se A[i] e
A[j] sao inseridos em baldes diferentes, a linha 6 os coloca na ordem adequada. Portanto, a buc-
ket sort funciona corretamente.

Para analisar o tempo de execucio, observe que todas as linhas exceto a linha 5 demoram o
tempo O(n) no pior caso. Resta equilibrar o tempo total ocupado pelas » chamadas a ordenacao
por inserciao na linha 5.
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FIGURA 8.4 A operacao de BUCKET-SORT. (a) O arranjo de entrada A[1 .. 10]. (b) O arranjo B[O .. 9] de
listas ordenadas (baldes) depois da linha 5 do algoritmo. O balde i contém valores no intervalo [#/10, (i +
1)/10). A saida ordenada consiste em uma concatena¢io em ordem das listas B[0], B[1], ..., B[9]

Para analisar o custo das chamadas para ordenagio por inserciao, seja »i a varidvel aleatéria
que denota o nimero de elementos inseridos no balde B[Z]. Tendo em vista que a ordenagiao
por inserc¢io funciona em tempo quadritico (consulte a Secdo 2.2), o tempo de execucio de
bucket sort €

T(n) =0(n) +"Z_f0(nf) :

Tomando as expectativas de ambos os lados e usando a linearidade de expectativa, temos
n-1
E[T(m)] = E[@(n) + Zomf)]
i=0
n-1
= O(n) + ) _E[O(n))] (por linearidade de expectativa)
i=0
n-l
= O(n)+ ) O(E[n]]) (pela equagio (C.21)) . (8.1)
=0
Afirmamos que
E[n}]=2-1/n (8.2)

parai =0, 1, .., n- 1. Ndo surpreende que cada balde i tenha 0 mesmo valor de E[#] ], pois cada
valor no arranjo de entrada A tem igual probabilidade de cair em qualquer balde. Para provar a
equacio (8.2), definimos varidveis indicadoras aleatérias 141



X;; = 1{A[/] recai no balde 7}

parai =0,1,..,n-1ej=1, 2, ..., n. Desse modo,

n, = iXij
s

Para calcular E[n} ], expandimos o quadrado e reagrupamos os termos:
. 2
E[n}]=E (injj
7=1
=E > > X, X, ]
=E ZX +Y Y X, X,

1<j<n 1<j<n

L k#j
—ZE[XyHZ D E[X,X,]1, (8.3)
1<J<n 1<J<" )
k= j

onde a ultima linha se segue por linearidade de expectativa. Avaliamos os dois somatérios sepa-
radamente. A varidvel indicadora aleaté6ria X, € 1 com probabilidade 1/ e 0 em caso contririo e,
portanto,

E[X;]:l-%+0~(1—%)

Q=

Quando k #j, as varidveis X;; € X, sao independentes e, por Consegumte

E[X, X, 1=E[X, ] E[X, ]

1
N~
S =

3 |-

Substituindo esses dois valores esperados na equagao (8.3), obtemos

xl-3ley 31
=1 1<j<n lzg:’n

=n-1+n(n—1)-—17
n n

il



0 que prova a equagao (8.2).

Usando esse valor esperado na equacao (8.1), concluimos que o tempo esperado para buc-
ketsorté ®(n) + n- O(2 - 1/n) = O(n). Desse modo, o algoritmo de bucket sort inteiro funciona
no tempo esperado linear.

Mesmo que a entrada nio seja obtida a partir de uma distribuigdo uniforme, bucket sort ain-
da pode ser executada em tempo linear. Como a entrada tem a propriedade de que a soma dos
quadrados dos tamanhos de baldes € linear no nimero total de elementos, a equagao (8.1) nos
diz que bucket sort funcionard em tempo linear.

Exercicios

8.4-1
Usando a Figura 8.4 como modelo, ilustre a operacio de BUCKET-SORT no arranjo A = (0,79,
0,13, 0,16, 0,64, 0,39, 0,20, 0,89, 0,53, 0,71, 0,42).

8.4-2

Qual € o tempo de execugao do pior caso para o algoritmo de bucket sort? Que alteragao simples
no algoritmo preserva seu tempo de execugio esperado linear e torna seu tempo de execugio
no pior caso igual a O(n Ig n)?

8.4-3
Seja X uma variavel aleatéria que € igual ao nimero de caras em dois langamentos de uma moe-
da comum. Qual é E[X?]? Qual é E?[X]?

8.4-4 *

Temos n pontos no circulo unitrio, p; = (x;, y,), taisque 0< x” + y < lparai= 1,2, ..., n.Su-
ponha que os pontos estejam distribuidos uniformemente; ou se¢ja, a probabilidade de se en-
contrar um ponto em qualquer regido do circulo é proporcional a area dessa regido. Projete um
algoritmo de tempo esperado @(n) para ordenar os # pontos por suas distinciasd; =/ x/ + yZ a
partir da origem. (Sugestdo: Projete os tamanhos de baldes em BUCKET-SORT para refletir a dis-
tribuicao uniforme dos pontos no circulo unitirio.)

8.4-5 *

Uma funcdo de distribuicao de probabilidades P(x) parauma variivel aleat6ria X é definida
por P(x) = Pr{X <x}. Suponha que uma lista de » varidveis aleatérias X;, X,, ..., X,, seja obtida a
partir de uma funcio de distribui¢io de probabilidades continuas P que possa ser calculada no
tempo O(1). Mostre como ordenar esses nimeros em tempo esperado linear.

Problemas

8-1 Limites inferiores do caso médio na ordenacao por comparacao

Neste problema, provamos um limite inferior Q2(z 1g 7) sobre o tempo de execugio esperado de
qualquer ordenacgio por comparacio deterministica ou aleatdria sobre 7 elementos de entrada
distintos. Come¢amos examinando uma ordenag¢ao por comparag¢ao deterministica A com arvo-
re de decisao T,. Supomos que toda permutacio de entradas de A é igualmente provavel.

a. Suponha que cada folha de 7, seja identificada com a probabilidade de ser alcancada dada
uma entrada aleatoria. Prove que exatamente n! folhas sio identificadas com 1/n! e que as
restantes sao identificadas com 0.
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Seja D(T) um valor que denota o comprimento do caminho externo de uma arvore de deci-
sdo T; isto é, D(T) é a soma das profundidades de todas as folhas de 7. Seja Tuma drvore de
decisao com &k > 1 folhas, e sejam RT e LT as subarvores direita € esquerda de T. Mostre que
D(T) = D(LT) + D(RT) + k.

Seja d(k) o valor minimo de D(T) sobre todas as drvores de decisio T'com & > 1 folhas. Mos-
tre que d(R) = min, g ; {d(@) + d(k—7) + k}. (Sugestdo: Considere uma arvore de decisio
T com k folhas que alcance o minimo. Seja iy 0 nimero de folhas em LT e k — iy 0 numero de
folhas em RT)

Prove que, paraum dadovalordek > leinointervalo 1<i<k-1 afuncioilgi + (k-7)lg(k
- 7) é minimizada em 7 = k/2. Conclua que d(k) = Q(k 1g k).

Prove que D(T,) = Q(n!1g(n!)) e conclua que o tempo esperado para ordenar n elementos é
Q(n lg n).

Agora, considere uma ordenag¢ao por comparacao aleatoria B. Podemos estender o modelo

de arvore de decisao para tratar a aleatoriedade, incorporando dois tipos de nés: os n6s de com-
paragao comum e os nos “aleat6rios”. Um no aleatério modela uma opgao aleatéria da forma
RANDOM (1, r) feita pelo algoritmo B; o n6 tem r filhos, cada um dos quais tem igual probabili-
dade de ser escolhido durante uma execucgio do algoritmo.

f

Mostre que, para qualquer ordenagio por comparacio aleatéria B, existe uma ordenagio
por comparag¢io deterministica A que nao faz mais comparagdes sobre a média que B.

8-2 Ordenacao local em tempo linear

Vamos supor que temos um arranjo de z registros de dados para ordenar € que a chave de cada
registro tem o valor 0 ou 1. Um algoritmo para ordenar tal conjunto de registros poderia ter al-
gum subconjunto das trés caracteristicas desejiveis a seguir:

1.
2.

s 8

8 0

O algoritmo ¢ executado no tempo O(n).
O algoritmo ¢ estdvel.

O algoritmo ordena localmente, sem utilizar mais que uma quantidade constante de espago
de armazenamento além do arranjo original.

Dé um algoritmo que satisfaca aos critérios 1 e 2 anteriores.
Dé um algoritmo que satisfaga aos critérios 1 e 3 anteriores.
Dé um algoritmo que satisfaga aos critérios 2 e 3 anteriores.

Algum dos seus algoritmos de ordenagao das partes (a)-(c) pode ser usado para ordenar 7 regis-
tros com chaves de b bits usando radix sort no tempo O(bn)? Explique como ou por que nio.

Suponha que os 7 registros tenham chaves no intervalo de 1 a k. Mostre como modificar a or-
denacio por contagem de tal forma que os registros possam ser ordenados localmente no
tempo O(n + k). Vocé pode usar o espago de armazenamento O(k) fora do arranjo de entra-
da. Seu algoritmo ¢é estavel? (Sugestdo: Como voceé faria isso para k = 3?)

8-3 Ordenacado de itens de comprimento varidvel

a. Vocé tem um arranjo de inteiros, no qual diferentes inteiros podem ter nimeros de digitos

b.

distintos, mas o nimero total de digitos sobre todos os inteiros no arranjo € n. Mostre como
ordenar o arranjo no tempo O(n).

Vocé tem um arranjo de cadeias, no qual diferentes cadeias podem ter nimeros de caracte-
res distintos, mas o nimero total de caracteres em todas as cadeias € n. Mostre como orde-
nar as cadeias no tempo O(n).

(Observe que a ordem desejada aqui é a ordem alfabética padrao; por exemplo, a < ab < b.)



8-4 Jarros de dgua

Vamos supor que voce tem 7 jarros de dgua vermelhos e z jarros azuis, todos de diferentes for-
mas e tamanhos. Todos os jarros vermelhos contém quantidades diferentes de 4gua, como tam-
bém os jarros azuis. Além disso, para todo jarro vermelho, existe um jarro azul que contém a
mesma quantidade de dgua e vice-versa.

Sua tarefa é encontrar um agrupamento dos jarros em pares de jarros vermelhos e azuis que
contém a mesma quantidade de dgua. Para isso, vocé pode executar a seguinte operagao: esco-
lher um par de jarros no qual um € vermelho e um é azul, encher o jarro vermelho com 4gua, e
depois despejar a 4gua no jarro azul. Essa operacio lhe informari se o jarro vermelho ou o jarro
azul pode conter mais 4gua, ou se eles tém o mesmo volume. Suponha que tal comparagio de-
more uma unidade de tempo. Seu objetivo é encontrar um algoritmo que faga um nimero mini-
mo de comparagoes para determinar o agrupamento. Lembre-se de que vocé nio pode compa-
rar diretamente dois jarros vermelhos ou dois jarros azuis.

a. Descreva um algoritmo deterministico que use ®(n%) comparacdes para agrupar 0s jarros
em pares.

b. Prove um limite inferior Q(7n lg #) para o nimero de comparagdes que um algoritmo que re-
solve esse problema deve efetuar.

¢. Deé um algoritmo aleatério cujo nimero esperado de comparagoes seja O(n Ig n) e prove
que esse limite é correto. Qual é o nimero de comparagdes no pior caso do seu algoritmo?

8-5 Ordenacdo por média

Suponha que, em vez de ordenar um arranjo, simplesmente exigimos que os elementos aumen-
tem na média. De modo mais preciso, chamamos um arranjo de z elementos A de k-ordenado
se, paratodoi = 1, 2, ..., » — k, é vilida a desigualdade a seguir:

i+k-1 ! i+k .
2 AU AT
k - k

a. O que significa um arranjo ser 1-ordenado?
b. Fornecauma permutacio dos nimeros 1, 2, ..., 10 que seja 2-ordenada, mas nio ordenada.

¢. Prove que um arranjo de 7 elementos € k-ordenado se e somente se A[7/] <A[Z + &] para todo
i=12, ...,n-%k

d. Forneca um algoritmo que faga a k-ordenagao de um arranjo de # elementos no tempo O(n
lg(n/k)).

Também podemos mostrar um limite inferior sobre o tempo para produzir um arranjo k-or-
denado, quando k € uma constante.

e. Mostre que um arranjo k-ordenado de comprimento 7 pode ser ordenado no tempo O(n Ig
R). (Sugestdo: Use a solugio do Exercicio 6.5-8.)

J- Mostre que, quando & ¢ uma constante, é necessario o tempo Q(n lg n) para fazer a k-orde-
nacao de um arranjo de z elementos. (Sugestdo: Use a solugio para a parte anterior, junta-
mente com o limite inferior sobre ordenagbes por comparacio.)

8-6 Limite inferior sobre a intercalacdo de listas ordenadas

O problema de intercalar duas listas ordenadas surge com freqiiéncia. Ele é usado como uma
sub-rotina de MERGE-SORT, ¢ o procedimento para intercalar duas listas ordenadas é dado
como MERGE na Secao 2.3.1. Neste problema, mostraremos que existe um limite inferior 27z — 1
sobre o nimero de comparagdes no pior caso exigidas para intercalar duas listas ordenadas,
cada uma contendo # itens. . 145
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Primeiro, mostraremos um limite inferior de 27 — o (n) comparacoes, usando uma arvore de
decisio.

P . 2n . . . .y .
a. Mostre que, dados 27 ndmeros, existem ( y ) maneiras possiveis de dividi-los em duas listas
ordenadas, cada uma com 7 nimeros.

b. Usando uma irvore de decisio, mostre que qualquer algoritmo que intercala corretamente
duas listas ordenadas utiliza pelo menos 2n — o(n) comparagoes.

Agora, mostraremos um limite 22 — 1, ligeiramente mais restrito.

¢. Mostre que, se dois elementos sA0 consecutivos na seqliéncia ordenada e vém de listas opos-
tas, entdo eles devem ser comparados.

d. Usesuarespostaa parte anterior para mostrar um limite inferior de 2z — 1 comparagoes para
intercalar duas listas ordenadas.

Notas do capitulo

O modelo de arvore de decisiao para o estudo de ordenacdes por comparagao foi introduzido
por Ford e Johnson [94]. O tratamento abrangente de Knuth sobre a ordenagio [185] cobre mui-
tas variacoes sobre o problema da ordenacio, inclusive o limite inferior te6rico de informagoes
sobre a complexidade da ordenac¢io fornecida aqui. Os limites inferiores para ordenag¢io com o
uso de generalizacbes do modelo de arvore de decisio foram estudados amplamente por
Ben-Or [36].

Knuth credita a H. H. Seward a criacio da ordenacao por contagem em 1954, e também a
idéia de combinar a ordenag¢ao por contagem com a radix sort. A radix sort comecando pelo digi-
to menos significativo parece ser um algoritmo popular amplamente utilizado por operadores
de mdquinas mecinicas de ordenagao de cartdes. De acordo com Knuth, a primeira referéncia
ao método publicada é um documento de 1929 escrito por L. J. Comrie que descreve o equipa-
mento de perfuragio de cartdes. A bucket sort esteve em uso desde 1956, quando a idéia basica
foi proposta por E. J. Isaac e R. C. Singleton.

Munro e Raman [229] fornecem um algoritmo de ordenagio estivel que executa O(n! * ©)
comparacoes no pior caso, onde 0 < g < 1 é qualquer constante fixa. Embora qualquer dos algo-
ritmos de tempo O(n Ig ») efetue um nimero menor de comparagoes, o algoritmo de Munro e
Raman move os dados apenas O(n) vezes e opera localmente.

O caso de ordenar # inteiros de b bits no tempo o(#n 1g n) foi considerado por muitos pesqui-
sadores. Virios resultados positivos foram obtidos, cada um sob hip6teses um pouco diferentes
a respeito do modelo de computagao e das restricoes impostas sobre o algoritmo. Todos os re-
sultados pressupoem que a memoria do computador esti dividida em palavras enderecaveis de
b bits. Fredman e Willard [99] introduziram a estrutura de dados de drvores de fusio e a empre-
garam para ordenar n inteiros no tempo O(n lg n /Ig 1g n). Esse limite foi aperfei¢oado mais tarde
para o tempo O(n\/Er_z ) por Andersson [16]. Esses algoritmos exigem o uso de multiplicagdo e
de viarias constantes pré-calculadas. Andersson, Hagerup, Nilsson e Raman [17] mostraram
como ordenar z inteiros no tempo O(#n 1g g #) sem usar multiplicacido, mas seu método exige es-
paco de armazenamento que pode ser ilimitado em termos de . Usando-se o hash multiplicati-
vo, é possivel reduzir o espago de armazenamento necessario para O(n), mas o limite O(n 1g 1g n)
do pior caso sobre o tempo de execugio se torna um limite de tempo esperado. Generalizando
as arvores de pesquisa exponencial de Andersson [16], Thorup [297] forneceu um algoritmo de
ordenacio de tempo O(n(ig g 7)?) que ndo usa multiplicacio ou aleatoriedade, e que utiliza es-
paco linear. Combinando essas técnicas com algumas idéias novas, Han [137] melhorou o limite
para ordenacio até o tempo O(n Ig lg n Ig Ig g ). Embora esses algoritmos sejam inovagoes ted-
ricas importantes, todos eles sao bastante complicados e neste momento parece improvavel que
venham a competir na pritica com algoritmos de ordenac¢io existentes.



