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Dominac;éo > Se uma estratégia s; domina uma outra s/ eu
> Sejam s; e s/ duas estratégias para o jogador i, ndo preciso nem considerar s;
e seja S_; o conjunto de todos os possiveis independentemente do que meu adversdrio vai
perfis de estratégia para todos os outros jogar.
jogadores. (Por agora, estratégia é escolher » Se uma estratégia domina todas as outras,
uma agio) dizemos que ela é dominante (podemos dizer

se ela é estritamente dominante ou muito

fracamente dominante).

s; domina estritamente s/ se » Um perfil de estratégia em que todos os

Vs ;€ S i, ui(si,s-i) > ui(s],s-i)- jogadores jogam sua estratégia dominante tem
que ser um equilibrio de Nash.

Definicdo: Dominacdo estrita

Definicdo: Dominacdo muito fraca > Se todas as estratégias forem estritamente

s; domina muito fracamente s/ se dominantes, entdo esse equilibrio deve ser
/ s .
Vs_; € S_i, ui(si, s—;) > ui(s],s_;). tinico.


https://www.coursera.org/learn/game-theory-1
https://timroughgarden.org/f13/f13.html

j1\ j2 | Calar | Delatar
Calar |-1,-1] -4,0
Delatar | 0, -4 | -3, -3

Os prisioneiros tem uma estratégia estritamente
dominante?

Informalmente: Uma estratégia dominante s; existe
se para qualquer coluna que o jogador 2 jogar, o
Jogador 1 melhor responde com a mesma estratégia
s;. Pode n3o existir nenhuma.

Analisando Jogos

» Nés definimos alguns jogos cldssicos, e
pensamos sobre como joga-los. Agora vamos
examinar os jogos externamente.

» Do ponto de vista de um observador externo,

podem alguns resultados de um jogo serem
ditos melhores do que outros?

» Nenhum agente é mais importante que outro.

» Poderiamos tentar algo como “lucro-maximo”
(maior beneficio social), porém as recompensas de
cada jogador podem ser expressas em unidade
diferentes. (real, dolar, felicidade)

» Existe alguma forma de preferir um resultado a
outro?

Considere o seguinte jogo:

TN Jj2

X

a 1,212,251
b 4,13,53,3
C 5,2/4,4/7,0

d

2,3

0, 4

3,0

Quais estratégias sdo estritamente dominantes?
Resp: ¢, (y é muito fracamente dominante)

Otimalidade de Pareto

> ldeia: algumas vezes, um resultado o é pelo
menos t3o bom quanto o’ para todos os
agentes, e tem pelo menos um agente que

prefere 0 a o'.

» Nesse caso, é razodvel dizer que o é melhor do que

o.

» Dizemos que o Pareto-domina o’.



Definicdo: Dominancia de Pareto

Um resultado o Pareto-domina o’ se
Vi, ui(0) > ui(o’) e pelo menos um jogador

J»uj(0) > u;(0").

Definicdo: Otimalidade de Pareto

Um resultado ox é Pareto-6timo se n3o existe
nenhum resultado que Pareto-domina ele.

» Pode um jogo ter mais de um resultado
Pareto-6timo?

> Resposta: Sim, pense em um jogo com todos os
resultados iguais, por exemplo. (Mas acontece em
jogos comuns)

» Todo jogo tem pelo menos um resultado
Pareto-6timo?

» Resposta: Sim, para ndo ter um resultado
Pareto-6timo todo resultado deveria ser dominado
por outro, eventualmente formando um ciclo. Pela
definicdo de dominancia de Pareto, isso significaria
melhorar o resultado infinitamente.

» Informalmente, um resultado é pareto 6timo se
estando nele n3o existe um outro resultado
(com utilidade diferente) que todos
simultaneamente concordariam em mudar.

Esq | Dir
Esq|1,1(0,0
Dir |0,0(1,1
CR | TR
CR|2,1/0,0
TR|{0,0(1,2
Cara | Coroa
Cara |1,-1]-1,1
Coroa|-1,11, -1
j1\ j2 | Calar | Delatar
Calar |-1,-1] -4,0
Delatar | 0, -4 | -3, -3

Esq | Dir
Esq|1,1]0,0
Dir{0,0(1,1

CR | TR
CR|2,1|0,0
TR| 0,01, 2

Cara | Coroa

Cara |1,-1|-1,1
Coroa|-1,1|1, -1
j1\ j2 | Calar | Delatar
Calar |-1,-1| -4,0
Delatar | 0, -4 | -3,-3




Exercicio

No jogo abaixo, quais resultados sdo pareto-6timos
(Pode ser um, mais de um, ou nenhum)

Esq | Dir
Esq|3,3|1,1
Dir|1,4/1,1

Resp: (Esq, Esq) e (Dir, Esq)

» Se o atacante escolher a mesma rota do
defensor, ele tem uma recompensa muito
negativa, pois sera capturado.

» Caso ele escolha uma estrada n3o defendida ele
tem uma recompensa que varia de acordo com
o alvo atacado.

» Se o defensor usar uma estratégia
deterministica, o atacante poderia observar por
um tempo, para entender o comportamento e
saberia quando uma estrada estaria livre.

Estratégias Mistas
Considere o seguinte caso:
» Em 2006 a ONU estava em missdo na Somilia,

montando pontos de controle para defender
pontos de interesse contra ataques terroristas.
Eles montam o ponto de controle em uma
estrada, e revistam todos os carros que passam
por 13, para verificar se ndo ha explosivos ou
outros materiais perigosos.

A ONU pode montar seus pontos de controle
em diferentes estradas a cada hora.

Um terrorista de decidisse atacar, deveria
escolher uma dessas estradas para se dirigir ao
alvo.

Dessa forma n3o é assim que os pontos de
controle s3o escolhidos, e existe um fator
aleatdrio na escolha deles;

mesmo se o atacante observar por um tempo, e
descubra qual é essa estratégia aleatorizada, ele
ndo sabera em quais estradas estdo os pontos
de controle nas préximas horas.

Esse tipo de estratégia é chamada de
Estratégia Mista



Cara | Coroa
Cara |1,-1]-1,1
Coroa|-1,11|1,-1

Seria uma ideia ruim jogar o combinando moedas de
maneira deterministica.

>

>

>

De forma que s;(a;) é a probabilidade do
jogador /i jogar a acdo a;.

Seja S; o conjunto de todas as estratégias
para i.

Seja S =5; x...x S, o conjunto de todos os
perfis de estratégias.

Agora a nossa nocdo de estratégia ndo é apenas
escolher do conjunto finito das a¢des possiveis,
mas é um conjunto infinito de distribuices de
probabilidades aplicadas no conjunto das a¢Ges.

>

>

Ideia: Confundir o adversario jogando
aleatériamente.

Definiremos uma estratégia mista s; para o
agente i como qualquer distribuicdo de
probabilidade sobre as a¢Ges A;.
> Se somente uma a¢do tem probabilidade positiva,
temos uma estratégia pura
» Se mais de uma ag3o tem probabilidade positiva,
temos uma estratégia mista
» Essas a¢les sdo chamadas de suporte de uma
estratégia mista

O problema é que apenas conhecemos as
fungbes de utilidades para perfis de aces.
Mas agora dado um perfil de estratégias (uma
distribuigdo e probabilidade para cada jogador)
eu ndo consigo sé olhar na matriz e ler uma
utilidade.



» Usaremos a ideia de utilidade esperada
emprestada da teoria de decis3do:

Definicdo: Utilidade esperada

Dado um perfil de estratégias mistas s a utilidade
esperada de um jogador / é

ui(s) =Y _ ui(a)Pr(als) (1)
EIS)
Pr(als) = Hsj(aj), sendo a = (ay,...,an); (2)
jen

Jogo

Considere que vocé é o goleiro do time, e vocé vai
defender 10000 pénaltis contra um batedor que tem
a seguinte estratégia:
» com 0.7 de probabilidade ele chuta para a
esquerda
» e com probabilidade 0.3 ele chuta para a
direita.
Vocé precisa definir uma estratégia também. Com
qual probabilidade p vocé vai para a esquerda?

(com probabilidade (1 - p) vocé vai para a direita.
JUSTIFIQUE

Considere o jogo entre um batedor de pénalti e um
goleiro. Com qual probabilidade acontecem cada
um dos perfis de a¢Ges.

b\ g| Esq | Dir
0.7 Esq |0,1|1,0
03 Dir |1,0|0,1

sEi388e e E 3 8831888
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Diego  defendeu 7022 e deixou passar 2978 com a estrategia (1.00, 0.00)
Jodio defendeu 7007 e deixou passar 2993 com a estrategia (1.00, 0.00)
Filipe defendeu 6994 e deixou passar 3006 com a estrategia (0.99, 0.01)
Gabriel defendeu 6972 e deixou passar 3028 com a estrategia (1.00, 0.00)
Hokama defendeu 6948 e deixou passar 3052 com a estrategia (1.00, 0.00)
Thalles defendeu 6834 e deixou passar 3166 com a estrategia (0.99, 0.01)
Rodrigo defendeu 6651 e deixou passar 3349 com a estrategia (0.90, 0.10)
Jubeto  defendeu 6557 e deixou passar 3443 com a estrategia (0.90, 0.10)
Ana C.  defendeu 6191 e deixou passar 3809 com a estrategia (0.80, 0.20)
Marcelo defendeu 6053 e deixou passar 3947 com a estrategia (0.75, 0.25)
Ivan defendeu 5816 e deixou passar 4184 com a estrategia (0.70, 0.30)
Ananda  defendeu 5727 e deixou passar 4273 com a estrategia (0.70, 0.30)
Thomas  defendeu 5620 e deixou passar 4380 com a estrategia (0.65, 0.35)
Leo. R defendeu 5554 e deixou passar 4446 com a estrategia (0.60, 0.40)
Thiago defendeu 5454 e deixou passar 4546 com a estrategia (0.60, 0.40)

Davi defendeu 5394 e deixou passar 4606 com a estrategia (0.60, 0.40)
Julia  defendeu 5389 e deixou passar 4611 com a estrategia (0.58, 0.42)
Jodo defendeu 5257 e deixou passar 4743 com a estrategia (0.55, 0.45)
José defendeu 4473 e deixou passar 5527 com a estrategia (0.35, 0.65)

Kaique defendeu 4237 e deixou passar 5763 com a estrategia (0.30, 0.70)
Nicole defendeu 3602 e deixou passar 6398 com a estrategia (0.15, 0.85)
Leo V. defendeu 3307 e deixou passar 6693 com a estrategia (0.09, 0.91)

Voltamos ao jogo de Combinar moedas, como vimos
esse jogo ndo tem um Equilibrio de Nash de
estratégia pura. Porém pode ter utilizando
estratégias mistas (e segundo o Teorema de Nash,
tém que ter)

Cara | Coroa
Cara |1,-1|-1,1
Coroa|-1,111,-1

Melhor Resposta e Equilibrio de Nash de
estratégias mistas

Definicao: Melhor Resposta

st € MR(s_;) se e somente se

Vs € S;, U,'(S,-*, S_,') > LI,'(S,', S_,').

Definicdo: Equilibrio de Nash

s = (s1,...,5y) é um equilibrio de Nash se e

somente se Vi, s; € MR(s_;).

Teorema (Nash, 1950)

Todo jogo finito tem um equilibrio de Nash.

0.3 0.7
Cara | Coroa
07 Cara |1,-1] -1,1
03 Coroa|-1,1]1,-1

» Qual a utilidade do jogador 17



0.3 0.7
Cara Coroa
0.7 Cara |1,-1(0.21)]-1,1(0.49)
0.3 Coroa |-1,1(0.09) | 1, -1 (0.21)

n(s) = Z w(a)Pr(als)

=1-021+(—1)-0.49 +(—1)-0.09+1-0.21
=-0.16

» Intuitivamente se qualquer jogador tiver uma
distribuicdo diferente de (0.5, 0.5) o outro
jogador poderia ajustar sua estratégia para tirar
proveito disso.

0.3 0.7
Cara Coroa
07 Cara |1,-1(0.21)-1,1 (0.49)
0.3 Coroa |-1,1(0.09) | 1, -1 (0.21)

u(s) =Y w(a)Pr(als)

acA

= (~1)-021+1-0.49+1-0.09+ (—1)-0.21
=0.16

» Pois bem, os jogadores sdo simétricos, serd que
0 j1 estd feliz com a sua estratégia?

» O jogo n3o estd em equilibrio

0.5 0.5
Cara Coroa
05 Cara |1,-1(0.25) -1, 1 (0.25)
0.5 Coroa|-1,1(0.25) | 1, -1 (0.25)

u(s) =Y w(a)Pr(als)

=1.025+4(—1)-0.25+(—1)-0.25+1-0.25
=0

» Nesse caso se ambos os jogadores ajustarem
suas estratégias para 0.5 e 0.5. Nenhum deles
terd incentivo para mudar.

» Temos entdo um equilibrio de Nash.



No jogo da coordenagdo (0.5, 0.5) também formam
um equilibrio. Embora n3o seja o perfil de
estratégia que maximiza a recompensa dos
jogadores. Se ambos decidem jogar dessa forma,
nenhum tem incentivo de mudar.

05|05
Esq | Dir
05 Esq|1,1]/0,0
05 Dir |0,01,1

Encontrando um equilibrio de Nash

» No geral é dificil calcular um equilibrio de Nash
de estratégia mista.

» Mas fica mais facil se soubermos qual é o
suporte dos jogadores.

» Na Batalha do Relacionamento vamos procurar
um equilibrio onde todas as acdes sdo partes do
suporte.

CR | TR
CR|2,1/0,0
TR|0,0(1,2

No Dilema do prisioneiro, vimos que

(Delatar, Delatar) era um equilibrio de Nash. E
nesse caso um equilibrio em estratégias estritamente
dominantes, que s3o (nicos.

j1\ j2 | Calar | Delatar
Calar |-1,-1| -4,0
Delatar | 0, -4 | -3,-3

p |1-p
CR| TR
CR[2,1] 0,0
TR]0,0] 1,2

» Se o jogador 1 vai responder com uma melhor
resposta mista, o jogador 2 deve fazer o
jogador 1 indiferente entre CR e TR. Por que?

un((CR, (p,1—p))) = u1({TR, (p,1 — p)))
2p+0(1—p)=0p+1(1—p)
1

P:§



q CR[2,1]0,0
1q TR|0,0][1,2

» Analogamente o jogador 1 deverd fazer o
jogador 2 indiferente.

U2(<(q7 1- q)7 CR>) = U2(<(q, 1- q)> TR>)
q+0(1—q) =0q+2(1-p)
2

ng

» Dessa, forma as estratégias mistas

((3,%),(5,3)) formam um equilibrio de Nash.

» As estratégias mistas podem ser entendidas
como uma descricdo do que aconteceria em
jogos repetidos com a contagem de
estratégias puras.

» Também podem ser vistas como a dinamica
de populagao. Se eu escolher 2 agentes da
populagdo, todos tendo estratégias
deterministicas. A estratégia mista dara a
propor¢ao de cada a¢do na populagio.

Interpretando um Equilibrio de Estratégia

\Y IS

>

>

Aleatorizar para confundir o seu oponente,
exemplo da combina¢do de moedas.

No exemplo da batalha do relacionamento, nés
queremos coordenar as acdes dos jogadores,
entdo ndo faz sentido eles tentarem confundir
um ao outro. Nesse caso devemos interpretar a
aleatorizacdo como um reflexo das incertezas
sobre a ac¢do dos outros.



