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» Tiramos a derivada parcial em relacdo a y.

9y (0.2 — 0.4x) + 0.7 + 0.1x

=0.2—-0.4x
dy » Dessa forma, computamos
» Trés coisas podeiam acontecer: 0.2-0.4x=0 5
> af(” > 0 para todo x € [0,1]. Nesse caso, x = 07
quanto maior meu y, maior é a recompensa do 0.4
jogador 1, entdo o jogador 2 deve jogar y = 0. x=05

> dfgxy < 0 para todo x € [0,1]. Nesse caso, o
Jogador 2 deve jogary = 1.

> existe um x € [0, 1], tal que =5 = 0. Existe
uma estratégia do jogador 1 que faz o jogador 2
indiferente. Essa é a estratégia Minmax do jogador
1.
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Equilibrio Correlacionado: Intuicdo

» Na batalha do relacionamento, intuitivamente
parece uma boa solucdo se 50% das vezes
obtivermos (CR, CR) e 50% (TR, TR);

» Mas nenhum dos 3 equilibrios que vimos chega
nesse resultado.

CR | TR
CR|2,1|0,0
TR|0,0|1,2

Solucdo

» Uma solucdo natural é colocar um semaforo:
Um dispositivo aleatorizado justo, que diz para
um jogador ir e para o outro esperar.

» Beneficios:

> A recompensa negativa é evitada (se todos
obedecerem o sinal)

» E justo.

» A soma do beneficio social pode exceder o
beneficio de todos os Equilibrio de Nash.

» Poderiamos usar uma ideia dessas para
encontrar um resultado justo na Batalha do
Relacionamento.

» Outro Exemplo: Jogo do Tréfego.

vai espera
vai -10,-10| 1,0
espera 0,1 -1, -1

Equilibrio Correlacionado

» Informalmente um Equilibrio Correlacionado
é uma atribuicdo aleatorizada de
recomendacdes de acles para os agentes, tal
que nenhum jogador gostaria de desviar.



Tempo

>

Cortez e os barcos.

Jogos na Forma Extensiva com
Informacao Completa

>
>

O jogo mais simples que envolve tempo.

Nos jogos em Forma Normal, consideramos que
os jogadores jogavam suas estratégias
simultaneamente.

Para jogos em que existe uma sequéncia essa
representacdo ndo é t3o precisa.

Para considerar a estrutura temporal
explicitamente usaremos a forma extensiva.
Duas variantes:

» Informagdo Completa
» Informacdo Incompleta

» Ulysses e as Sereias.

Um Jogo Finito de Informacdao Completa na
forma extensiva é definido pela tupla
(NvAa H727X,p70: U), €m que:

» N é o conjunto dos n jogadores.

> A é o conjunto de a¢des (lnico para todos os
jogadores).

» Nés de decisdo H, que sdo nds internos (ndo
folhas/terminais)

» Funcdo de acdo x : H — 2, que mapeia para cada
né de decisdo, quais escolhas o jogador da vez
pode tomar.

» Fun¢do de jogador p: H — N, que mapeia cada
né interno com qual jogador i € N que vai escolher
uma agao.



» Nos terminais Z, disjuntos de H.

» Funcao de sucessor 0 : Hx A— HU Z que
mapeia pra cada nd de decisdo e acdo para um
novo né (interno ou terminal).

» Essa fung¢do deve formar uma arvore, ou seja, para
todo hy,hy € He aj,a, € A, se
o(h,a1) = 0(hy, a) entdo hl = h2 e a; = ay.

» Cada né codifica a histéria das a¢bes tomadas
pelos jogadores até aquele momento.

» Fungdes de Utilidade: u = (u1,...,u,);
u;i : Z — R que representa a utilidade para o
jogador i em cada né terminal de Z

Irm3o

6) 6 G 6) 6 G

» Quantas estratégias puras tem cada jogador?
> resp: Irmdo (J1): 3, Irm3 (J2): 8

Exemplo: Jogo da Divisao

Considere o seguinte jogo: Um irm3o e uma irm3
poderdo dividir R$ 2 (em duas moedas de R$1), o
irm3o vai sugerir como ¢ a divisdo e a irma vai
aceitar ou rejeitar. Caso ela aceite cada um fica
com a divisdo proposta, caso rejeite nenhum dos
dois ganha nada.

Estratégias Puras

» Uma estratégia pura para um jogador em um
jogo de informa¢do completa é uma
especificacao completa de quais agdes serdo
tomadas em cada né daquele jogador.

Definicdo: Estratégia Pura

Seja (N, A, H, Z, x, p,o, u) um jogo de informagao
completa na forma extensiva. Entdo as estratégias
puras do jogador i consistem no produto vetorial

T x

heH, p(h)=i



Exemplos de Estratégias Puras

2 1
10 0
» Quais as estratégias puras do Jogador 27

52 = {(C7 E),(C, F)(D7 E)?(D7 F)}

Equilibrio de Nash

Dado essa definicdo de estratégia pura, as seguintes
defini¢bes continuam as mesmas dos jogos em
forma normal.

» Estratégias Mistas
» Melhor Respostas
» Equilibrio de Nash

2 1
10 0
» Quais as estratégias puras do Jogador 1?7
51 ={(B.G),(B,H),(A, G),(A H)}
» Se o Jogador 1 escolha A, ele nunca tenha que

escolher G ou H, mesmo assim (A, G) e (A, H)
ainda sdo estratégias puras e distintas.

Forma Normal Induzida

Podemos converter qualquer jogo na forma
extensiva em forma normal.
1

CE CF | DE | DF
AG | 3,8| 38 |83] 83
AH| 3,8] 3,8 |83] 8,3
BG| 55|2,10|5,5|210
BH| 55| 1,0 |55|10

2\ 1
1) \o
» Note que a forma normal n3o é compacta,
temos 16 pares de recompensas, ao invés das 5.

> A tabela cresce exponencialmente (tente
acrescentar uma aresta).




» Nem sempre é possivel converter um jogo na
forma normal em um jogo de informacao
completa na forma extensiva, em particular se

for importante que os agentes facam suas CE | CF | DE | DF
escolhas simultaneamente AC138]38183]83
. . ) . AH|[3,8]38 [83] 83

» No jogo de combinar moedas por exemplo, o jogo BG 552105 5] 2 10
mudaria completamente se um jogador mostrasse BH|[55] 1,0 [55] 1,0

sua escolha antes do outro. ) 1
(%) ()
» Esse jogo tem um equilibrio de Nash de
estratégia pura? Se sim quais?

Teorema

Todo jogo de informagao completa na forma

extensiva tem um equilibrio de Nash de estratégia > Pelo teorema anterior, sabemos que existe pelo
pura. menos um equilibrio de Nash de estratégia pura.
> (A G), (CF)
Intuicdo: estratégias mistas servem para confundir o > (A, H), (C, F)
adversario, mas os jogadores sabem todas as > (B, H), (C E)
jogadas anteriores a sua.
> De fato (B, H), (C,E)) é Definicdo: subjogo de G com raiz h
um equilibrio de Nash. O subjogo de G com raiz h é a restricdo de G a
> Mas é estranho considerar h e seus descendentes.
que o Jogador 1 jogaria H L .
e ndo G caso essa decisdo Definicdo: subjogos de G
fosse necessaria. O conjunto de subjogos de G é definido pelos
> Se os jogares estiverem subjogos de G com raiz em cada né de G.
tentando maximizar sua
recompensa, realmente J1 Definicdo: Equilibrio Perfeito em Subjogos

ndo jogaria H.
» Entdo H é chamado de uma ameaca sem
credibilidade, ou uma ameaca vazia.

s é um Equilibrio Perfeito em Subjogos de G se,
e somente se, para qualquer subjogo G’ de G, a
restricio de s para G’ é um equlibrio de nash de G'.




» Como G é seu préprio subjogo, todo equilibrio
perfeito em subjogos é um equilibrio de Nash.

» Um equilibrio perfeito em subjogos elimina
ameacas vazias.

Achando Equilibrio Perfeito em Subjogos

Vamos procurar o equilibrio dos subjogos menores
(mais baixos), cada equilibrio alcanga um resultado,
e consideramos esse resultado para os nds
superiores.

Algoritmo 1: BackwardInduction

Entrada: Um né h
Saida: Um perfil de utilidade u(h)
se h € Z entdo devolva u(h);
melhor _util + —oo;
para todo a € x(h) faca
atual_util < BackwardInduction(o(h, a));
se atual_util[p(h)] > melhor_util[p(h)] entdo
melhor_util < atual _util;
devolva melhor_util;

(%) ()

» Quais equilibrios sdo perfeitos em subjogos?
> (A, G), (C, F): é perfeito em subjogos
> (A, H), (C, F): H é uma ameaga vazia, nio é
perfeito em subjogos
> (B, H), (C, E): H é uma ameaga vazia, mesmo que
ela ndo seja jogada. Também n3o é perfeito em
subjogos

» Note que o algoritmo considera que em cada
nd, o jogador vai tomar a acdo que maximiza
sua utilidade.

» Para jogos de soma zero, BackwardInduction
tem outro nome: Algoritmo minimax.

> E possivel deixar o algoritmo mais rapido,
podando néds que nunca serdo alcangados, essa
técnica é conhecida como “alpha-beta
pruning”.



Jogo da Centopeia

1o 2 1 o2 1 ¢
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(1,0) (0,2) (31) (24) (43

» No jogo da centopeia, dois jogadores disputam
uma recompensa financeira. Comegando pelo
jogador 1, em cada rodada um jogador tem
duas ag¢des possiveis “Desistir” ou “Continuar”

» Se desiste, 0 jogo termina, e os jogadores
recebem as recompensas conforme a arvore
acima.

» Curiosamente, humanos n3o desistem logo nas
primeiras rodadas.

» Considerando o Equilibrio Perfeito em
Subjogos, caso o jogador 1 n3o desista logo no
primeiro movimento, o jogador 2 deveria
desistir logo na segunda.

» Mas dado que o jogador 1 n3o desistiu, deveria
o jogador 2 atualizar suas crencgas?

(1,0) (0,2) (31) (24) (43

» O que acontece se executarmos o
BackwardInduction no jogo acima?

» O dnico equilibrio é com o jogador 1 desistindo
imediatamente na primeira rodada.

» Esse resultado é Pareto-dominado por todos
exceto um resultado.

Jogo do Ultimado

No jogo do Ultimato R$ 10 reais estdo na mesa. O
jogador 1 oferece x para o Jogador 2. Se o jogador
2 aceitar, fica com x e o jogador 1 fica com

(10 — x). Caso o jogador 2 recuse, ambos levam 0.

» Se vocé é o Jogador 1, quanto vocé oferece?

> Se vocé é o Jogador 2, qual o minimo que vocé
aceita?



Qual o minimo que vocé aceita?
Quanto vocé oferece? 10

8
8

6

Respostas

Respostas

Qual 0 minimo que vocé aceita?

Quanto vocé oferece?

Observamos que 65% dos respondentes preferem
ndo ganhar nada do que ganhar RS 4 reais.




Ganho Esperado versus Oferta Jogador 1

Ganho Esperado

5

4

3

Oferta Jogador 1

Esse grafico diz que nessa populagdo, de fato
oferecer 5 maximiza o ganho esperado.

» N3o se percebeu diferenca significativa nas

ofertas:
valor | média | mediana
60 |451% | 46.5%
300 |46.0% | 48.0%
1500 | 42.3% | 45.0%

» Quando era ofertado 25% do valor

» 60 coroas: 100% rejeicdo
» 300 coroas: 47,6% rejeicdo
» 1500 coroas: 37,5% rejeicao

O valor importa?

» Parece simples recusar 1 real. Mas e se ao

invés dos R$10 iniciais, tivéssemos digamos 1
milh3o?

Vocé recusaria R$ 1000007

Robert Slonim e Alvin Roth (1998) “Learning
in High Stakes Ultimatum Games: An
Experiment in the Slovak Republic”,
Econometrica, Vol 66, pp 569-596.

Variando entre 60, 300 até 1500 Coroas
Eslovacas.

O saldrio médio na época era 5500. Entdo
1500 correspondia a uma semana de salario.

Seriam ent3o os respondentes irracionais?
Claro que n3o.

Uma hipdtese é que as recompensas n3o estdo
bem descritas. Ela descreve o ganho monetario,
mas a recompensa dos jogadores pode estar
relacionada com algum critério de igualdade.
Teoria dos Jogos Comportamental (Além do
Escopo desse Curso)



Exercicio

» Apesar disso os Equilibrios Perfeitos em
Subjogos, sdo capazes de analisar jogos em que
os jogadores s3o racionais (e temos as
recompensas bem calculadas)
» Como vocé divide o bolo com seu irm3o sem

» Exemplo: Jogo da velha.
causar briga?

» Impde credibilidade em circunstancias que nao
sdo alcancadas. (Elimina as Ameacas Vazias)

» Alguns jogos sdo muito dificeis de calcular:

Xadrez.
Exercicio Exercicio
1 1
Néo Jogar N3o Jogar Jogar

Desconfiar

Confiar

( Desconfiar (1)
1

0
2

Roubar Dividir

) ¢

Quais os equilibrios perfeito em subjogos?

Quais os equilibrios de Nash de estragia pura?

((N&o Jogar, Dividir), (Desconfiar)) .
(N30 Jogar, Roubar), (Desconfiar)) ((N&o Jogar, Roubar), (Desconfiar))



