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Jogo Ficticio - Convergéncia Aprendizagem sem arrependimento
Teorema

Se a distribuicdo empirica da estratégia de cada
jogador converge em um jogo ficticio, entdo
converge para um equilibrio de Nash.

» Nessa abordagem n3o observamos diretamente
o comportamento dos adversarios.

» Comegamos modelando um critério que deve
ser satisfeito. Chamado de critério sem
arrependimento.

Teorema

Cada uma das seguintes condigdes é suficiente para

A » Vamos modelar o arrependimento de um
a convergéncia:

jogador no tempo t como a diferenca da
utilidade que ele ganhou u' e da utilidade u'(s)
» O jogo ¢é soluciondvel por dominancia; que ele poderia ter ganhado jogando s.

» O jogo é um jogo potencial;

» O jogo é 2 X n e tem recompensas genéricas.

» O jogo é de soma zero;


https://www.coursera.org/learn/game-theory-1
https://timroughgarden.org/f13/f13.html

Definicdo: Arrependimento

O arrependimento que um agente experiéncia no
tempo t por ndo ter jogado a estratégia s é

Ri(s) = u'(s) — u".

Def.: Regra do aprend. sem arrependimento

Uma regra de aprendizado apresenta nao
arrependimento se para qualquer estratégia pura s
de um agente, vale que

o [im ] <0) 1.

Equilibrio em Jogos repetidos

Estratégias
» O que é uma estratégia pura em um jogo
repetido?
Uma escolha de agdo em todo ponto de decisdo.
Ou seja, uma agdo em todo estdgio do jogo.
O que é um ndmero infinito de agGes.
E ainda, em cada escolha, o jogador conhece todas
as jogadas anteriores dele e dos adversarios, entdo
existe uma escolhe em cada possivel histdria.
» Considere um jogo como o Dilema do
Prisioneiro repetido. Estratégias famosas:
» Olho-por-olho (Tit-for-tat): Comega cooperando.
Se o adversério delatar, vocé delata no préximo
estagio. Depois volta a cooperar.
» Gatilho (Trigger): Comega cooperando, se o
adversario delatar, delata pra sempre.
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Regret Matching

>

Exemplo de uma regra de aprendizado que
aprensenta n3o arrependimento: Regret
Matching.

A cada passo, cada agdo é escolhida com
probabilidade proporcional ao seu
arrependimento. Ou seja,

R(s)
ZS/ES,‘ Rt(sl)
t+1

em que o;"*(s) é a probabilidade que o agente
i jogue a estratégia pura s no tempo t + 1.
Converge para um equilibrio correlacionado
para jogos finitos repetidos.

i (s) =

de Nash em Jogos Repetidos

Mostramos anteriormente que qualquer jogo
finito tem um equilibrio de Nash (estra. mista).
Entretanto de tentarmos escrever o jogo
repetido em sua forma normal, temos uma
quantidade infinita de estratégias puras.
Portanto o jogo deixa de ser finito, e o teorema
de Nash n3o mais se aplica. Entao sera que
temos um equilibrio?

Por outro lado, como temos um nimero
infinito de estratégias puras, serd que podemos
ter um ndmero infinito de equilibrios de
estratégia pura?



» Nds podemos caracterizar um conjunto de
recompensas que sio alcangaveis no
equilibrio, sem ter que enumerar os equilibrios.

Exemplo: Considere o seguinte jogo.

c d
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O perfil de recompensa (—1,—1) é aceitavel? N3o,
pois vy =0e v, =0.

O perfil de recompensa (1, 1) é vidvel? Sim, com
OZ<35> =be Oz(bd> =.5.

O perfil de recompensa (2,2) é vidvel? Nao

» Considere um jogo de n jogadores
G =(N,A, u) e um vetor de recompensas
r=(n,n,...,rm).

> v, = min maxu;(s_;,s;), é o valor minmax do
,657,‘ S,ES,

jogador i
Definicao
Um perfil de recompensa r é aceitavel se r; > v;.
Definicdo
Um perfil de recompensa r é viavel se existe valores

a; € Qe a, > 0 tal que para todo i, podemos

expressar r; como » a,ui(a), com > a, =1,
acA acA

Exercicio

Cinema | Casa
Cinema 3,0 1,2
Casa 2,1 0,3

No jogo acima, quais recompensas ndo sdo
aceitdveis?
a (0,3)
b (3,0)

c (21)

d (33)



Teorema Popular

Teorema Popular (Folk Theorem)

Considere um jogo G com n-jogadores e um vetor
de recompensas (1, ra, ..., n)

1. Se r é a recompensa em qualquer equilibrio de
Nash de um jogo repetido com recompensas
médias, ent3o para cada jogador i, r; > v;, e
portanto r é aceitavel.

2. Se r é vidvel e aceitdvel, entdo r é a
recompensa de algum equilibrio de Nash de um
jogo repetido G com recompensas médias.

Viavel e aceitavel — Equilibrio de Nash

Como r é vidvel, e os valores « sdo racionais, nés
podemos escreve-los como r; = ., (f—) ui(a),
em que 3, € y s3o inteiros n3o negativos e

= ZaeA ﬁa-

Iremos construir um perfil de estratégia que vai
ciclar por todos os resultados a € A de G com
ciclos de comprimento -, cada ciclo repetindo a
acdo a exatamente [3, vezes. Seja (a') essa
sequencia de resultados.

Recompensa em um equilibrio — aceitavel

Suponha por contradicdo que r n3o é aceitdvel, isto
é, para algum /i, r; < v;.Ent3o considere um desvio
desse jogador i para b;(s_;(h)) para qualquer
histéria h do jogo repetido, em que b; é qualquer
melhor resposta no estdgio do jogo e s_;(h) é a
estratégia dos outros jogadores dado a histéria atual
h.Pela definicdo de uma estratégia minmax, o
jogador i vai receber uma recompensa de pelo
menos v; em todo estagio do jogo se ele adotar essa
estratégia e entdo a recompensa média de i/ também
é pelo menos v;. Dessa forma i ndo pode receber a
recompensa r; < v; em um equilibrio de Nash.

Exemplo, na tabela abaixo est3o escritos os (%)
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Idealmente J1 e J2 jogariam:
s; ={a,a,b,b,b,c,c,a,a,b,b,b,...}
séz{d7d7f7g7g7f7f7d7d7f7g7g7"'}



Vamos definir a estratégia s; do jogador i para ser a
versdo gatilho de jogar (a'): Se ninguém desviar,
entdo s; joga af no perfodo t.

Contudo, se existir um periodo t' em que algum
jogador j # i desviou, entdo s; vai jogar (p—;);, em
que (p_;) € a solugdo para o problema de
minimizagdo na defini¢do de v;

» A anedota é que na década de 1950 todo
mundo conhecia o Folk Theorem, mas ninguém
sabia apontar o autor.

» N3o é necessario que r; seja racional, mas isso
deixa a matemdtica mais simples.

Primeiro observe que se todo mundo jogar de
acordo com s;, entdo, por construcdo, o jogador /
recebe a recompensa média de r; (observe as médias
nos periodos de comprimento 7).

Depois, esse perfil de estratégia é um equilibrio de
Nash. Suponha que todo mundo jogue de acordo
com s;, e o jogador j desvia em algum ponto.
Ent3o, depois e para sempre, o jogador j vai receber
o seu minmax v; < r;, fazendo o desvio ndo
lucrativo.

Jogos Repetidos Descontados

» O futuro é incerto, estamos frequentemente
motivados pelo que acontece hoje.

» O balanc¢o entre o hoje e o futuro é importante
em como vamos nos comportar hoje.
» Haverd punicdo caso alguém se comporte mal?

» Os outros tem interesse nisso?
» O infrator se importa?



» Considere um jogo G = (N, A, u) que serd
jogado repetidamente
> Fatores de desconto fy,..., 3, 5 € [0,1]

» Por agora considere os fatores todos iguais:
[B; = 3 para todo /.
> Recompensa de jogadas a°, a', a,... para o

jogador i:
Z Biui(a’)
t

Dilema do Prisioneiro
Em Jogo Repetido

> A ={C,D}

» Uma histéria de trés periodos: (C, C), (C, D),
(D, D).

» Uma estratégia para o 4 periodo precisaria
especificar o que o jogador faz depois de ver a
histéria (C, C), (C, D), (D, D) jogada nos trés
primeiros periodos.

» Histérias de comprimento t:
Ht = {ht: ht = (a',...,a") € A"}

» Todas as histérias finitas: H =, H*

» Uma estratégia: s; : H — A(A)), em que
A(A;) sdo todas as estratégias (de 1 estagio),
puras ou mistas.

Exercicio

» Em um jogo de Pedra-Papel-Tesoura. Quantos
elementos tempos em H??

» Resposta: 9°



Perfeicao em Subjogo
Em Jogo Repetido

» Perfis de estratégias que sio equilibrios de
Nash em todo subjogo

» Um Subjogo é uma calda do jogo, ou seja, a
partir de qualquer periodo até o limite no
infinito.

» Repetidamente jogar um equilibrio de Nash do
jogo de 1 estdgio é sempre um equilibrio
perfeito em subjogo para o jogo repetido.

» Em um caso mais interessante em que [ n3o é
zero. Qual a recompensa de um jogador casos
todos cooperem para sempre, e se ele delata?

Coopera: 3+ B3+ 33+ 33+ ...= &
Delata: 5+ A1+ 1+ 1+ ... =5+ 07
Diferenca: _2+ﬁ2+ﬁ22+ﬂ32+'“:ﬂﬁ_2

» Diferenca é ndo negativa se ﬁl%ﬁ —22>0,0u
seja, < %

» Se o jogador se importa com o amanh3 pelo
menos metade do que se importa com o hoje,
ndo vale a pena a delag3o.

Considere o seguinte Dilema do Prisioneiro

c|D
C|33|05
D|50[11

» Cooperam desde que todos tenham cooperado
no passado.

» O jogadores delatam para sempre depois que
alguem delata: Gatilho sombrio (Grim
Trigger)

» Se 5 = 0 qual o equilibrio do jogo?

E se tornarmos a traicdo mais atraente:

C D)
C| 330,10
D|10,0| 1,1
Coopera: 3+ B3+ 823+ B33+ ... = ﬁ
Delata: 10 + [31+ﬁ21+ﬁ31+,,,:10+5ﬁ
Diferenca: —7 + 82 + B2 + 832+ ... = /31%3 _7

» Diferenca é n3o negativa se Bl%g —7>0,ou
seja, f < g

» Se o jogador se importa com o amanh3 pelo
menos % do que se importa com o hoje, ndo
vale a pena a delac3o.



» Jogar uma estratégia com recompensas
relativamente altas.

» Se alguém desviar, punir esse jogador com uma
estratégia que tem recompensas negativas para
esse jogador (O que incentiva ele a cooperar)

» N3o pode ser uma ameaca vazia, deve ser um
equilibrio no subjogo restante.



