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Sobre a disciplina

@ Légica matematica. Professores das disciplinas dos cursos de
computagao, com conteudo tedrico, frequentemente observam a
grande dificuldade que seus alunos tem em formalizar seu
raciocinio.

@ A raiz desse problema ¢é a dificuldade que muitos alunos tem em
perceber a diferenga entre uma prova rigorosa e uma colecao
de frases aleatorias e inconclusivas, mesmo que com
vocabulario matematico, que termina com a conclusao
esperada.
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Sobre a disciplina

Légica Matematica: teoria dos conjuntos, légica proposicional.
Relagdes e Fungdes.

Somatoérias e produtorias.

Sequéncias e recorréncias.

Contagem.

Cardinalidade de conjuntos.

Nogdes de Probabilidade.

®© 6 6 6 6 o o o

Noc¢des de Grafos.
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Sobre a disciplina

@ A ideia da disciplina é alfabetizar vocés na linguagem logica
matematica, principalmente usada na computacao.

@ Dessa forma a disciplina € mais abrangente do que profunda.
Mas o aluno interessado pode e deve se aprofundar do que tiver
interesse

6/714

Introducéo

Como ter certeza de que um programa que vocé escreveu esta
correto?

Testar para varias instancias?
Programadores podem citar exemplos de programas que
funcionaram perfeitamente em todos os testes mas falharam

imediatamente quando usados na pratica.

Questao: Como ter certeza de que nosso raciocinio é correto e
como transmitir aos outros essa certeza?
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A invencéao da légica

@ Estudada pelos gregos pelo menos 4 séculos A.C.
@ Observaram que uma maneira de transmitir essa certeza:

» Comegar com um conjunto de axiomas, fatos simples que todos
concordam.

» Desenvolver um raciocinio a partir desses axiomas, usando
regras de inferéncia, maneiras de raciocinar que todos
concordam que sao validas.

@ Com isso inventaram a légica, que era um ramo da retdrica, a
arte de discursar e convencer pessoas.
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Euclides e demonstracbes geométricas

Os arquitetos e engenheiros gregos tinham preocupacdes
semelhantes com os "Algoritmos geométricos". Considere o
seguinte algoritmo para desenhar um pentagono:

CINCIY
NS

PO
dYAR
NNV
AV
24D
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Silogismos

@ Aristételes (384—322 A.C.)
@ Partindo de duas premissas cuja verdade ¢ aceita

@ obtém-se uma conclusao nova que é necessariamente verdade
@ Exemplos:

» "Todos os homens sdo mortais”

» "Sécrates é um homem"

» temos que acreditar que "Socrates € mortal”
» "Nenhum mamifero tem penas"

» "Morcegos sdo mamiferos”

> logo "Morcegos nao tem penas”

@ Podemos fazer no papel e medir.
@ Mas os passos e a medida final podem ter pequenos erros.

@ Se a diferenga no papel for desprezivel, sera que ainda vai ser
na construgao de um anfiteatro?

Euclides (por volta do século Il antes da era comum) descreveu
um sistema légico para a geometria da época no seu livro
Elementos de Geometria.
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10 axiomas sobre conceitos geométricos, como por exemplo:
@ Por dois pontos distintos do plano passa uma unica reta.

@ Qualquer segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente nos
dois sentidos.

@ E possivel contruir um circulo com quaisquer centro e raio dados.
@ Todos os angulos retos sdo iguais.
E demostrou centenas de outras afirmagées, por exemplo:

@ Se um tridngulo tem os trés lados iguais, ele tem os trés angulos
iguais.

@ Duas retas que sdo perpendiculares a uma terceira sdo paralelas
entre si.

@ Num tridngulo retdngulo, o quadrado do maior lado é a soma dos
quadrados dos outros dois lados.
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Algebra

@ A ldgica de Euclides foi extensamente usada por mais de dois
mil anos.

@ Porém o habito de provar as afirmagdes foi limitado a geometria.

@ Os gregos conheciam muitas propriedades de ndmeros, por
exemplo, divisor comum e numero primo. Mas para demonstrar
tais propriedades eles convertiam os nimeros em
comprimentos de retas e usavam a geometria.
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Euclides e demonstracées geométricas

Para cada teorema, ele escreveu uma prova ou demonstracao —
uma sequéncia de passos légicos que, comegando com 0s
axiomas e teoremas ja provados, convence qualquer leitor de que
0 novo teorema é verdadeiro.

@ Na idade média matematico arabe Al-Khowarizmi inventou a algebra.

@ QOutra maneira de provar afirmagdes sobre nimeros e convencer
pessoas de que uma dada sequéncia de operagdes aritméticas
alcanca o resultado desejado.

@ Os numeros sao representados por letras.

@ Operacgoes e afirmagdes sobre esses nimeros sdo indicadas com
simbolos como ‘+’ ou >’.
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As linguagens da légica matematica

@ A algebra também fornece algumas féormulas,como A+ B =B+ Ae
A X (B + C) = (A xB)+ (A x C), que representam afirmacdes que

- : @ Outros matematicos, principalmente no século 19 mostraram
sao sempre verdadeiras.

como aplicar a ideia geral da algebra também a ldgica.
@ Dispomos de dois principais sistemas de notagao, ou

linguagens formais, para expressar raciocinios logicos de
maneira matematicamente

@ Permite transformar uma férmula em outra férmula equivalente, ou
combinar férmulas corretas para produzir novas férmulas corretas. Por
exemplo, se sabemos que A > B e B > C podemos concluir com
certezaque A > C.

» clara,
@ Geometria e Algebra foram enfim unidas pelo matematico René » sucinta, e
Descartes (1596 - 1650) que mostrou como usar pares de nimeros > livre de ambiguidade
reais para representar pontos do plano. Essa ideia criou a area da @ Que sio:

geometria analitica e forneceu uma interpretagdo geométrica para

. . » teoria dos conjuntos
algebra linear.

» calculo de predicados
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As linguagens da l6gica matematica Referéncias

@ Discrete Mathematics and Its
Applications

@ Kenneth H. Rosen

@ A ldgica classica esta restrita a afirmagdes que sao verdadeiras
ou falsas.

Kenneth H. Rosen

@ No sec. 16 e 17 estudaram chances em jogos de azar. .
o ] ) ) @ Excelente Livro sobre o Tema.
@ Que no inicio do século 20 evoluiram para a teoria da

probabilidade e a estatistica.
@ Em meados do século 20, motivada pela expansao do radio,
telefone e outros meios de comunicagéo a teoria da

Discrete

probabilidade deu origem a teoria da informacao. Mathematics
° Futuramenfef analise de algqritmos, teoria da R‘;‘Sli cations
computabilidade e complexidade =
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Referéncias

@ Fundamentos Matematicos para a
A ~ FUNDAMENTOS
Ciéncia da Computacao MATEMATICOS

@ Judith Gersting éCIENCIA DA;Q W
COMPUTAGAG

MATEMATICA

DISCRETA
E SUAS
APLICACOES

SEMMA EDIGAO

JUDITH L. GERSTING
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Teoria dos Conjuntos (Revisao)

@ Um conjunto é um conceito primitivo, que informalmente pode
ser entendido como uma colecdo nao ordenada de entidades
distintas, chamadas de elementos do conjunto.

@ Dizemos que um elemento x pertence a um conjunto A se x é
um elemento de A. Denotamos este fato por

X eA.
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Referéncias

@ Elementos de Matematica Discreta
para Computagéo

Elementos de Matematica Discreta
para Computacao

@ Anamaria Gomide e Jorge Stolfi

Anamaria Gomide

@ Em portugués e tem versao online. sorge S

@ Mais simples e menos prolixo.

@ Ainda em desenvolvimento (pode
conter alguns erros)

Versio Preliminar de 22 de abril de 2021

®2011

22/714

@ Para denotar que x nao pertence a A, ou seja, que x nao € um
elemento do conjunto A, escrevemos

Xé¢A.
@ A notacédo
X,y,Z€A

€ muito usada como uma abreviagdiode x c AeycAezec A
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@ Se x pertence a um conjunto A, diz-se também que A tem (ou
possui) x, e escreve-se

A 3> Xx.

@ A negacao desta afirmacéo (A nao tem ou hao possui x) é
denotada por

A % Xx.
@ Nao é correto dizer que A “contém” x, pois este termo é usado
em matematica com um sentido diferente.
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@ Outra maneira de especificar um conjunto é através das
propriedades de seus elementos.

@ Para tanto, usamos a notagdo { x : P(x) }, onde x é uma variavel
arbitraria e P(x) uma afirmagdo matematica que depende do
valor de x.

@ Por exemplo, outra maneira de definir o conjunto
{-4,-3,-2,-1,0,+1,+2,+3,+4} ¢

{X : x &um nimero inteiroe —5 < x <5}
@ Comumente também é usado o simbolo ‘| em vez de ‘.’ para
significar "tais que".

271714

@ Podemos especificar um conjunto de diversas formas. Se um
conjunto tem poucos elementos, podemos lista-los, um a um,
em qualquer ordem, entre chaves ‘{}.

@ Por exemplo, o conjunto cujos elementos sdo 0s numeros
inteiros 2, 3 e 5 pode ser escrito {2, 3, 5}.

@ Assim, por exemplo, temos que
3€{2,3,5},
mas

4 ¢{2,3,5}.
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Existem alguns conjuntos de nimeros que sao muito usados em
matematica, e tem notagbes convencionais bem estabelecidas:

@ o conjunto dos numeros inteiros Z,
@ o conjunto dos numeros naturais N ={x: xe€Zex >0},

@ Obs: Alguns autores entendem que 0 conjunto dos nimeros
naturais ndo inclui o zero. Em varias linguas nao falamos "tenho
zero bois". Em latim nem sequer existia uma palavra para esse
ndmero, que nao pode ser escrito em algarismos romanos.
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@ 0 conjunto dos humeros racionais Q = { % a,beZeb#0 }
e

@ 0 conjunto dos numeros reais R.
@ 0 conjunto dos niumeros complexos C = {x + yi: x,y € R},

emquei= V-1.
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Definigdes circulares e contraditérias

@ A definicdo de um conjunto pode usar outros conjuntos

“seja X o conjunto de todos os elementos que
estao no conjunto Y mas ndo no conjunto Z”.
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Exercicio

Escreva explicitamente os elementos dos seguintes conjuntos:
QA :{x:erex2—2x+1 SO}.
Q@ A={x:x€Z,2<x<20exéprimo}.
QA :{x:xeRexZ—Qx:O}.

@ Porém, deve-se tomar cuidado para evitar definicdes circulares,
que podem nd&o ter sentido.
“seja X o conjunto de todos os elementos que
nao pertencem a X”
@ Esta “definicdo” ndo faz sentido pois diz que um elemento que
estd em X ndo estd em X, e vice-versa.
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@ Suponha que o barbeiro de um quartel recebeu a ordem de
fazer a barba de todos os que nao fizessem sua propria barba, e
apenas esses.

@ Por outro lado, ha definigbes circulares de conjuntos que séo
perfeitamente validas.

@ Por exemplo, considere o conjunto de inteiros X que possui o
inteiro 1, ndo possui o inteiro 0, possui x 4+ 2 e x — 2 qualquer
@ Este contra-exemplo teve um papel muito importante no que seja o elemento x de X.
desenvolvimento da teoria de conjuntos.

@ O que o barbeiro faz com a sua barba?

@ Pode-se verificar que o Unico conjunto X com estas
@ Ele é conhecido pelo nome Paradoxo de Russel, por ter sido propriedades é o conjunto dos inteiros impares.

observado pelo matematico inglés Bertrand Russel
(1872-1970).

@ Ele é conhecido também como Paradoxo do Barbeiro

@ Para entender porque esta definicao é valida vamos precisar do
conceito de indugdo matematica, que sera visto posteriormente.
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Igualdade de conjuntos

@ Dito de outra forma, dois conjuntos A e B séo diferentes (A # B)
se, e somente se, existe um elemento de A que nao pertence a
B, ou um elemento de B que nao pertence a A.

@ Por definigdo, um conjunto A é igual a um conjunto B se, e
somente se, todo elemento de A é elemento de B, e todo

elemento de B é elemento de A.
@ Observe que, como os conjuntos ndo sdo ordenados, 0 conjunto

@ Esta condicdo, denotada por - X
{1,2,3} é igual ao conjunto {3,2,1}.

A =B,

significa que A, B sdo 0 mesmo conjunto.
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Conjunto vazio

@ E possivel definir conjuntos sem elementos.
@ Dizemos que tal conjunto é vazio.
@ Por exemplo, considere o conjunto A ={x: xeRex=x+1}.

@ Todos os conjuntos vazios sdo iguais; ou seja existe um unico
conjunto vazio, que é geralmente denotado por

0.
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@ Se existe um elemento de A que nao pertence a B, entdo A ndo
€ subconjunto de B, e escrevemos

@ De acordo com esta definicdo, um conjunto esta contido em si
préprio? e contém o conjunto vazio? sim:

ACAelDCA,

para qualquer conjunto A.
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Relacao de incluséao

@ Sejam A e B dois conjuntos. Dizemos que A é um subconjunto
de B se, e somente se, todo elemento de A é um elemento de
B.

@ Neste caso, dizemos também que A esta contido em B,
denotado por

A CB,

@ ou que B contém A. Denotamos esta condigdo por

B2 A.
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@ Se A C Bmas A # B, dizemos que A é um sub-conjunto
proprio de B, que denotamos por

A cBouB>A.
@ Analogamente,
A¢B

significa que A nao é um subconjunto préprio de B.
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Cardinalidade

@ Informalmente, dizemos que um conjunto A é finito se ele tem
um nuamero finito n € N de elementos.

@ Este nimero é a cardinalidade de A, denotada por |A| ou # A.
@ Observe que |A] = 0 se e somente se A = (.
@ Dizemos que um conjunto é infinito se ele nao é finito.

41/714

Operacdes com conjuntos

Unido e intersecao

Para os préximos conceitos sejam A e B dois conjuntos.

@ A uniao de A e B, denotada por A U B, é o conjunto de todos os
elementos que estdo em pelo menos um dos conjuntos, A ou B.
Exemplo: Se A ={1,2,3}e B ={2,3,4,5} entdo
AUuB={1,23,4,5}.
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@ Os conjuntos N, Z, Q, e R sao infinitos.
@ Conjuntos infinitos ndo podem ter seus elementos listados
explicitamente.
@ Informalmente, € comum usar ‘...’ nesses casos, por exemplo
» N={0,1,2,...}
»Z={...,-3,-2,-1,0,+1,4+2,+3,...}
Entretanto, esta notacdo deve ser evitada pois pode ser
ambigua. Por exemplo, o que é o conjunto {2,3,5,7,...}?
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@ Aintersec¢ao de A e B, denotada por A N B, é o conjunto de
todos os elementos que estdo em ambos os conjuntos, A e B.

Exemplo: Se A={1,2,3}e B={2,3,4,5}entao AN B = {2,3}.

@ Se A n B = 0 dizemos que os conjuntos A e B sao disjuntos,
ou nao tem intersecc¢ao, ou nao se intersectam.

@ Diz também que trés ou mais conjuntos sédo disjuntos dois a
dois se todos os pares desses conjuntos sao disjuntos.

44/714



Operacdes com conjuntos

Diferenca, universo, e complemento

@ Em certos casos, € conveniente supor que todos os elementos
de todos 0s conjuntos que nos interessam pertencem a um
conjunto universal ou universo, que denotaremos por U. Se
A € o conjunto universo U, entdo U — B é chamado o
complemento de B e denotado por B ou B°.

@ A diferenca de A e B é o conjunto de todos os elementos de A
que nao estdo em B. Este conjunto é também chamado A
menos B, ou o complemento de B em A, e é denotado por

A-BouA\B. @ Observequese ACBentato AUB=B, AnB=AeBCA.
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Operacdes com conjuntos Operacdes com conjuntos
Diferenga, universo, e complemento Diferenga simétrica

E icio: D& | ) Outra operagao entre conjuntos é a diferenca simétrica,
xereielo: e exemplos em que: denotada por A @ B ou A A B, que consiste de todos os elementos

@ (AuB)-B=A que estdo em exatamente em um dos dois conjuntos. Isto é,
@ (AuB)-B#A

Exercicio: Sejam A e B dois conjuntos finitos quaisquer. AnB=(A\B)U(B\A) (1)

Encontre uma férmula matematica que relaciona |A|, |B|,

IANB|el|AU B Exercicio: Se A A B = A o que se pode dizer dos conjuntos A

e B?
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Operacdes com conjuntos

Diagrama de Venn

Esta representacao grafica para conjuntos € chamada de
diagrama de Venn, por ter sido introduzida pelo matematico
inglés John Venn (1834-1923).
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@
A\B B\A
@
A

AAB
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Operacdes com conjuntos

Propriedades das operagdes com conjuntos

@ Idempoténcia:
»~AUA =A.
»ANA=A.

@ Leis de De Morgan:
- AUB=AnB.
» AnNB=AUB.

@B
B\A
A
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Estas leis levam o0 nome do matematico inglés Augustus de
Morgan (1806—1871), mas eram conhecidas desde a

Antiguidade.
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Operacdes com conjuntos

Propriedades das operagdes com conjuntos

@ Comutatividade:
» AUB=BUA.
» AnNB=BnA.

@ Associatividade:
» Au(BuC)=(AuB)uC.
»An(BnC)=(AnB)nC.

@ Distributividade:
»Au(BNnC)=(AuUB)n(AUC).
»An(BuC)=(AnB)U(ANC).

54/714

@ Propriedades do complemento:

> C
>>|
1l
s

v v v v v
Q> > b
I
s

|
I
N
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Operacdes com conjuntos

Propriedades das operagdes com conjuntos

@ Propriedades do conjunto universal:
»AUU =1U.
»AnU=A.
@ Propriedades do conjunto vazio:
» AU =A.
»ANnO=0.

Exercicio: Use diagramas de Venn para verificar as seguintes
identidades:

Q@ A\(AnB)=A\B.

Q@ Au(BNC)=(AUuB)n(AUC).

Q@ (AuB)\C=(A\C)u(B\C).

@ AU(B\C)=(AUB)\(C\A).
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Exercicio: Usando diagramas de Venn, verifique que a
diferenca simétrica também é uma operagao associativa e
comutativa;isto é,que AAB=BAAe

(AaB)aC = AA(BaC), paraquaisquer conjuntos A, B e C.
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Exercicio: Sejam A, B e C trés conjuntos finitos quaisquer.
Encontre uma férmula matematica para |A U B U C| em funcao
de |A|, |B|, IC,IAnB|,JANnC|,|BNnCle|]AnBNC|.
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Conjuntos de conjuntos

@ Conjuntos podem ser elementos de outros conjuntos.
@ Por exemplo, o conjunto

A =1{0,{2,3},{2,4},{2,4,7}}

€ um conjunto com quatro elementos.

@ Se B é o conjunto {2, 3}, temos que B é elemento de A (B € A),
mas B ndo é sub-conjunto de A (B £ A).
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Conjunto poténcia

@ O conjunto de todos os subconjuntos de um conjunto A é
chamado de conjunto poténcia de A, e denotado por P(A).

Exemplo: Se A = {1,2,3} entéo
P(A) =1{0,{1},{2}.{3},{1,2},{1,3}.{2,8},{1,2,8}}.

@ Observe que se A = 0 entdo P(A) = {0}, e se A = {0} entdo
P(A) = {0,{0}}.
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A=1{0,{2,3},{2,4},{2,4,7})

@ Note que 0 € elemento de A e também subconjunto de A,
enquanto que {2} ndo é nem uma coisa nem outra.

@ Em particular, o conjunto C = {0} nao é vazio, pois ele tem um
elemento — o conjunto vazio. Observe que |C| = 1, enquanto
que |[0] = 0.
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Conjunto poténcia

@ Se A é um conjunto finito, quanto é |P(A)[?

@ Se A é um conjunto finito, entéo [P(A)| = 2/4I. Por esta razéo,
muitos autores denotam o conjunto poténcia de A por 24.
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Particao

Exercicio: Quais dos conjuntos abaixo sdo particdes do

. . . . ~ conjunto Z dos nameros inteiros?
@ Seja A um conjunto, e P um conjunto cujos elementos sdo

sub-conjuntos de A (isto &, P C P(A)). a) {P, I} onde P é o conjunto dos pares e | é o conjunto dos
) i L. . impares.
@ Dizemos que P € uma particao de A se os elementos de P sao b) {Z*,Z") onde Z* é o conjunto dos inteiros positivos, e Z-
n&o vazios, disjuntos dois a dois, e a unido de todos os é o conjunto dos inteiros negativos.
elementos de P é A. c) {Ro, Ry, Ro} onde, para i = {0, 1,2}, R; é o conjunto dos
@ Nesse caso, cada elemento de P é também chamado de uma inteiros que tem resto i na divisao por 3.

d) {A, B, C}onde A é o conjunto dos inteiros menores que

—100, B é o conjunto dos inteiros com valor absoluto
Exemplo: Se A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, o conjunto menor ou igual a 100, e C é o conjunto dos inteiros
P=1{{1,2,5,6,7},{3},{4,8,10},{9}} é uma particdo de A. maiores que 100.

parte ou bloco da particao.
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Produto cartesiano

Exercicio: Quais dos conjuntos abaixo sdo particdes do
conjunto Z dos nameros inteiros?

e) {Po,Pi,P2,...,Pg}, onde Py € 0 conjunto de todos os

inteiros cujo quadrado termina com o algarismo k. (Por @ Indicamos por (a, b) um par ordenado de elementos, no qual a

exemplo, P = {4,-4,6,-6,14,...}.) é o primeiro elemento e b é o segundo elemento.
f) {{0}} U{Px : k e N}, onde Px é o conjunto de todos os

inteiros cujo valor absoluto esta entre 2% (inclusive) e 2+
(exclusive).
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@ Um par ordenado néo deve ser confundido com um conjunto de
dois elementos, pois a ordem é importante (por exemplo, o par
(10, 20) é diferente do par (20, 10)) e os dois elementos podem
ser iguais (como por exemplo no par (10, 10)).

@ Dois pares ordenados (a, b) e (c, d) sdo iguais (sdo 0 mesmo
par) se, e somente se,a=ceb =d.
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Produto cartesiano

Produto cartesiano de varios conjuntos

@ Definimos uma énupla ordenada, ou simplesmente énupla,
como sendo uma sequéncia finita de m elementos
(X1, X2, .+, Xm)-

@ Observe que, como em um par ordenado, a ordem dos
elementos é importante, e pode haver repeti¢cdes. Assim, por
exemplo, as (10, 20, 20), (10, 10,20) e (20, 10, 20) sdo trés
énuplas diferentes.
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Produto cartesiano

Produto cartesiano de dois conjuntos

@ Sejam A e B dois conjuntos. O produto cartesiano, denotado
por A x B, é o conjunto de todos os pares ordenados (a, b) com
acAebeB.

@ Como os pares sao ordenados, temosque A X B # Bx A
(excetoquando A =Bou A =0ou B =0).

Exercicio: Quanto elementos tem o conjunto A x B se o
conjunto A tem m elementos, e o conjunto B tem n?

@ Uma énupla com dois elementos pode ser considerada um par
ordenado, e é geralmente chamada por esse nome.

@ Para m > 3 usam-se os nomes tripla, quadrupla, quintupla,
séxtupla, séptupla, éctupla, etc..

@ Nao ha um nome especial consagrado quando m = 1.

@ Na escrita usam-se também as notacdes 2-upla, 3-upla, etc., e
m-upla quando m é genérico.
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Produto cartesiano

Produto cartesiano de varios conjuntos

@ Em particular, uma 1-upla € uma sequéncia (a;) com apenas
um elemento. Note que a 1-upla (10) ndo é a mesma coisa que
o inteiro 10.

@ H& uma unica 0-upla, a énupla vazia, denotada por ().

@ O produto cartesiano de m conjuntos A1, A, ..., Ay, denotado
por Ay X Ag X --- X Am, € 0 conjunto das m-uplas (ai, ag, ..., am),
coma;eAjparai=1,2,...,m.
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Intervalos

@ Em matematica, um intervalo real ou simplesmente intervalo
geralmente significa o conjunto de todos os numeros reais em R
compreendidos entre dois valores especificos. Ha quatro
variagdes principais deste conceito:

@ (a,b) ={x:xeRea< x< b} (intervalo aberto),
@ [a,b] = {x:xeRea< x < b} (intervalo fechado),

75/714

Produto cartesiano

Produto cartesiano de conjunto consigo mesmo

@ Se todos os conjuntos Ay, Ay, ..., Ay Sa80 0 mesmo conjunto, o
produto cartesiano Ay X As X ... x Ap, € denotado por A™.

@ Por exemplo, se A = {10, 20, 30} temos
AS = {(10,10,10),(10,10,20), (10,10, 30), (10,20, 10),...,(30,30,30)}

A% = {(10, 10), (10, 20), (10,30), (20, 10), cee, (30,30)}
A" ={(10),(20). (30)}
A ={())
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@ (a,b] ={x:xeRea< x < b} (intervalo fechado a direita),
@ [a,b) ={x:x eRea< x < b} (intervalo fechado a esquerda),

@ a e b sdo numeros reais, chamados extremos, limites ou pontas
do intervalo.

@ Intervalos com as formas acima sao ditos limitados. O termo
finito também é usado, embora esses conjuntos em geral
tenham infinitos elementos.
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Intervalos

@ Também é comum usarmos intervalos semi-infinitos que sao
limitados em apenas um lado.

(—o,a) ={x:xeRex<al,

°
@ (—o,a]={x:xeRex<al,
@ (a,+o)={x:xeRea<x},
°

[a,+o) ={x:xeReac<x].
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Caixas

@ O produto cartesiano [10,20] x [2, 4] é um retangulo no plano
cartesiano R?.

@ O produto cartesiano [10,20] x [2,4] x [60,70] € um
paralelepipedo no espaco cartesiano RS.
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Intervalos

Exercicio: Explique o significado das notagdes [a, b], (a, b),

[a,b) e (a,b] quando a = b e quando a > b.
Exercicio: Descreva os conjuntos abaixo:

Q (—oo, 2) N [—1,3]

Q (0.5]

Logica matematica
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Légica Proposicional

Uma proposicao é uma sentenca declarativa que ou é verdadeira
ou é falsa. Exemplos:

@ O morcego é um mamifero.
© Rio de Janeiro é a capital do Brasil.

© Ha 36 macacos no zooldgico de Londres.
© A taxa de juros do Banco Central vai subir amanha.

@ O trilionésimo algarismo decimal de 7 é 7.
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N&o séo proposicdes:
@ frases interrogativas, como “O que é isto?”,
© frases imperativas, como “Leia com cuidado”,
@ certas sentencas auto referentes, como “Esta frase é falsa”.
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Nao é necessario que saibamos se a sentenga € verdadeira ou
falsa.

@ Este fato pode depender de informagdes que ndo temos no
momento: Ha 36 macacos no zoolégico de Londres.

© de eventos que ainda nao aconteceram: A taxa de juros do
Banco Central vai subir amanha.

© ou de célculos que nédo temos recursos para realizar: O
trilionésimo algarismo decimal de 7 é 7.
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Uma sentenca declarativa que depende de variaveis pode ser
considerada uma proposicao em um contexto onde as variaveis
tem valor determinado.

@ “x é menor que 3” isoladamente ndo é uma proposigao.
@ se x for definido, ela se torna uma proposicao.

Dizemos que o valor légico ou valor-verdade de uma proposicao
é verdadeiro se ela for verdadeira, e falso caso contrario.
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Conectivos légicos e proposi¢cdes compostas

Todas as linguas naturais possuem conectivos légicos, como “e”,

“ou”, “ndo”, “se ... entdo”, que permitem combinar proposicdes
simples para formar proposicées mais complexas. Por exemplo,

o [Brasilia é a capital do Brasil,] e [Montevidéu é a capital da
Argentina].

@ [Brasilia é a capital do Brasil,] ou [Montevidéu é a capital da
Argentina).
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@ Uma proposicao que nao pode ser decomposta em proposicoes
menores ligadas por conectivos logicos é dita uma proposicao
simples ou atomica.

@ O valor légico (verdadeiro ou falso) de uma proposicéo deste
tipo depende do valor l6gico das proposicdes simples que a
compdem, e da maneira como elas sdo combinadas pelos
conectivos.
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@ Se [a taxa de juros cair amanha], entao [a inflacao vai
aumentar neste més).

@ Nao [havera sessao da meia-noite hoje neste cinema).

@ se sabemos que a proposicao “Brasilia é a capital do Brasil” é
verdadeira,

@ e “Montevidéu é a capital da Argentina” é falsa,

o [Brasilia ¢ a capital do Brasil,] e [Montevidéu é a capital da
Argentina). E falsa.

o [Brasilia ¢ a capital do Brasil,] ou [Montevidéu € a capital da
Argentina]. E verdadeira.
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Notacao para calculo proposicional

Légica proposicional, ou calculo proposicional: Permite
determinar o valor légico de proposi¢cdes compostas, se
soubermos os valores légicos das proposicoes simples que a
compdem.

Para eliminar as ambiguidades das linguagens naturais iremos
usar uma notacao algébrica.
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Os conectivos logicos serdo representados por sinais algébricos
especiais (operadores) aplicados a essas variaveis. Os mais
importantes sdo:

@ conjuncao: p A q, significando “p e q".

@ disjuncao: p Vv g, significando “p ou q”.

@ negacao: —p, significando “nao p”.

@ implicagao: p — q, significando “se p, entéo q".

@ equivaléncia: p < g, significando “p se, e somente se, q".
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Proposicoes serao representadas por letras mindsculas
(p,q.r,...).

Podem ter dois valores:

V representando verdadeiro e F representando falso.
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Operador de conjuncao

Se p, g sdo duas proposicdes, entdo “p e g”, denotado por p A q
também é uma proposicdo, chamada conjuncaode peg. pAQgé
verdadeiro se p e q forem verdadeiros.

PlalpPAg
ViVl Vv
V|F| F
F|V| F
F|F| F
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Operador de conjuncéao

A frase “José compra tijolos e vende casas” € uma conjungao de
duas proposicoes atdmicas, “(José compra tijolos) A (José vende
casas).”
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Operador de disjuncéao

Se p, g sdo duas proposi¢des, entdo “p ou g” também € uma
proposi¢ao, chamada de disjungéo de p e q.

pVvQ

E Verdadeiro se pelo menos uma das duas proposicées for
verdadeira. Se ambas forem falsa p Vv q é falso.
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A palavra “e” em portugués tem varios sentidos diferentes.
“Maria gosta de arroz e feijao”
Nao significa “(Maria gosta de arroz) e (Maria gosta de feijao)”

Mas sim “Maria gosta de arroz misturado com feijao” (uma
proposigao atémica).

Operador de disjuncéao

< < <|<

mNn<<|T
m<T<|Q
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Operador de disjuncao

A frase “O cliente tem celular ou laptop” € uma disjungao de duas
proposi¢des atémicas, “(O cliente tem celular) v (O cliente tem

laptop)”.
Este conectivo é também chamado de “ou inclusivo”.
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Exercicio

Uma proposicdo composta é viavel ou possivel se existe uma
atribuicao de valores verdades para as variaveis da proposicéo
que a torna verdadeira. Verifiqgue quais das proposi¢des abaixo
s30 viaveis.

a) (pvgVv=r)A(pv-qVv—=8)A(pV-rv=s)A(=pV-gqVv-s)A(pVqVv-s).
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Operador de negacéao

A partir de uma proposicao p, podemos formar uma nova
proposi¢cédo com o valor légico oposto ao de p.

Essa nova proposi¢éo é chamada a negacao de p e denotada por
—1l)_

p|—p A frase “A casa é de qualquer cor menos branca.” é
V| F uma negacéo, “~(A casa é branca).”
F| V
98/714
Exercicio

b) (=pV=qVIr)A(=pVqV=8)A(PV=qV=8S)A(=pV-rV
=s)A(pVvagVv=r)A(pV-rv=s).

c) (pvgVvr)A(pv—-qVv-s)A(qV-rvs)A(-pVvrvs)A(pVv
gV =s)A(pV=qV-=r)A(=pV-=qVs)A(=pV-rV=s).
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Operador de implicacao Operador de implicacao

Sejam p, q duas proposigdes. A proposigao “se p entao q”, que

. L plg|pP—q

denotaremos por p — g, € chamada de implicacao ou VAR Vv
condicional. VIF F

F|V \'
O valor logico de p — q é falso apenas se p for verdadeiro e g for FI|F Vi
falso. Nos demais casos, o valor de p — q é verdadeiro.
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Operador de implicacao Operador de implicacao

Em légica, este conectivo ndo pressupde uma relagao causal
entre p e q.
A frase “se José foi para casa, ele perdeu a reunido” contém uma

Por exemplo a sentenga: LT or . N
implicacdo: “(José foi para casa) — (José perdeu a reunido).

“se 2 é par entao Brasilia é a capital do Brasil” é verdadeira apesar
de nao haver nenhuma relagdo conhecida entre os dois fatos.

Uma outra notag&o usada para este operador é p = q.
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Operador de implicacao

Muitos teoremas em mateméatica estao na forma de implicagdes:

Se determinada afirmacgao p (a hipétese, premissa, ou
antecedente) é verdadeira, entdo outra afirmacgéo q (a tese,
conclusao ou consequéncia) também é verdadeira.
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Operador de implicacao

Em matematica, as seguintes expressdes também sdo muito
usadas para indicar a implicagédo p — q:

@ p é condicdo suficiente para g.

@ p somente se q.

@ Uma condigao suficiente para q é p.

@ p é uma condigao mais forte que g.
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Operador de implicacao

Em portugués, a implicagéo pode ser expressa de muitas outras
formas:

@ se pentédo q.

quando p, temos q.
caso p, vale q.

g segue de p.

p implica q.

gsep.

g sempre que p.

® 6 66 ¢ ¢
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Operador de implicacao - Reciproca

Dizemos que a implicacdo
q—p

€ a reciproca de

p—q.
Observe que que ha casos em que p — g é verdadeira, mas sua
reciproca q — p é falsa.
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Operador de implicacao - Inversa Operador de implicacao - Contrapositiva

Dizemos também que proposicéo

- ) . (=q) = (-p)
A proposigdo (—p) — (—q) é chamada de inversa de p — q.
Observe que ha casos em que p — g € verdadeira, mas sua é a contrapositiva de
inversa é falsa; e vice-versa p— q.

A contrapositiva tem sempre 0 mesmo valor l6gico que a
proposi¢ao p — g, quaisquer que sejam os valores logicos de p e

de g.
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Exercicio
Em vista deste resultado, a implicacdo p — g é frequentemente
enunciada na forma contrapositiva:
@ se néo q, entdo nao p.
Encontre:

@ se g nao vale, entdo p nao vale.
a) A contrapositiva de —-p — g.

b) A reciproca de —-q — p.

quando q é falsa, p também é falsa. )
)

c) Ainversa da reciproca de g — —p.
)
)

nao q implica nao p.
néao p se néo g.

o

o

°

@ p é falsa sempre que q é falsa. d) A negagaode p — —q.
o

o

o

g é mais fraco que p. e) Areciprocade -p — q.

g é condicao necessaria para p.
Uma condi¢édo necessaria para p é q.
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Operador de equivaléncia

Se p, g sdo duas proposi¢des, a proposicao “p se, e somente se,
g” é chamada de equivaléncia ou bicondicional de p e q.

pe<q
O valor logico de p < q é verdadeiro quando p e g tem 0 mesmo
valor l6gico, e falso caso contrario.
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Operador de equivaléncia

A frase “a encomenda sera enviada se, e somente se, o cheque
tiver fundo” afirma uma equivaléncia l6gica: “[a encomenda sera
enviada] < [o cheque tem fundo].”

Outros simbolos usados para este operadorsdop & g, p=q, e
p=aq.
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Operador de equivaléncia

Plglpeog
ViV Vv
V| F| F
FIV| F
FIF| Vv
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O conectivo légico “se e somente se” também é muito usado em
matematica, e pode ser expresso de varias outras maneiras;
como, por exemplo:

@ p é condi¢do necessaria e suficiente para qg.

@ as condigdes p e g sdo equivalentes.

@ se p entdo q, e se g entdo p.

@ pimplica g, e vice-versa.

Alguns autores usam a abreviagdo “p sse q” (com dois “s”) para
significar “p se e somente se q”. (em inglés iff)
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Operador de disjungao exclusiva

Se p, g sao duas proposigdes, denotamos por p & g a proposicao
“ou p ou g, mas nao ambos.” Este conectivo € chamado de
disjuncao exclusivade p e q.

O valor logico de p @ q é verdadeiro se p e q tem valores l6gicos
opostos, ou seja, exatamente um deles é verdadeiro.
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Operador de disjuncéo exclusiva

E importante observar que, em portugués, o conectivo “ou” pode
significar tanto a disjuncéo inclusiva (V) quanto a disjuncao
exclusiva (®).

“o original foi enviado pelo correio, ou pelo malote,”

“a bateria esta descarregada ou o tanque esta vazio”
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Operador de disjungao exclusiva

plalpeq
VIV] F
VIF| v
Flv| v
FIF| F

Precedéncia dos operadores logicos

Qual o valor l6gico de:
pVQATr

Podemos sempre usar parénteses para indicar a ordem correta,
por exemplo (p v g)AroupVv (qgAr).
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Precedéncia dos operadores l6gicos

Operador | Precedéncia
- 1

A 2

V,® 3

-, 4
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Precedéncia dos operadores logicos

Dentre os conectivos l6gicos que vimos até agora, V, A, ® e &
sdo associativos. Portanto, podemos escreverpv gV r,pAqQAT,
oupegdr,oup « q e r,semrisco de ambiguidade.

Por outro lado, a férmula p — q — r é ambigua, pois (p —» q) — r
nédo é equivalente a p — (g — r).
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Precedéncia dos operadores l6gicos

Associatividade

Em matematica, diz-se que uma operagao x é associativa se

(x x y) % z éigual a x x (y x z), quaisquer que sejam x, y, € Z.
Nesse caso, podemos omitir os parénteses dessas duas férmulas,
e escrever simplesmente x x y x z.

A soma e a multiplicagdo de numeros reais, por exemplo, sdo
operagOes associativas; enquanto que a subtragdo nao é.

Precedéncia dos operadores logicos

Normalmente avaliamos operadores de mesma precedéncia da
esquerda para a direita. Porém é aconselhavel sempre usar
parénteses.

Note que esta convencdo também é usada em algebra: a férmula
X — y — z deve ser entendida como (x — y) — z, € ndo como

x — (y — z). A mesma regra poderia ser usada para interpretar
peqvr.

122/714

124/714



AfirmacOes auto-referentes

Ja mencionamos que a afirmacgdes que referem a si mesmas,
como “esta sentenga € falsa”, ndo sédo proposicdes logicas. Tais
afirmacoes, relacionadas com o Paradoxo do Barbeiro, sempre
foram um problema para a I6gica matematica, que néo tem
maneiras satisfatorias de lidar com elas.
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Manipulagao légica de proposicoes

O objetivo da légica proposicional é identificar as dedugdes e
transformagdes de proposigbes compostas cuja validade
independe da natureza das suas proposigoes atdmicas, e dos
valores l6gicos destas.

p A (p A q) pode ser substituida por p A g;
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AfirmacOes auto-referentes

Este problema surge mesmo quando ha varias afirmacdes que se
referenciam entre si. Por exemplo, na frase “a sentenca seguinte é
falsa, e a sentenga anterior é verdadeira”, embora possa ser
analisada como uma conjungé@o p A g, ndo € uma afirmagéo légica
porque p é uma afirmacao sobre g e vice-versa.
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Tautologias e contradicoes

Uma tautologia é uma proposicao composta que é sempre
verdadeira, quaisquer que sejam os valores logicos das
proposigdes simples que a compdem.

Ou seja, uma proposicao composta é uma tautologia se e
somente se a coluna de resultado de sua tabela-verdade contém
somente valores |I6gicos verdadeiros (V).
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Tautologia

Por exemplo, a proposic¢éo p Vv (—p) tem a seguinte
tabela-verdade:

pV

J
©

mNn<<|T
<<Tm
< << <L~

A tautologia mais simples é V.
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Contradicao

Em particular, a negacdo de uma tautologia € sempre uma
contradicao, e a negagédo de uma contradicao € uma tautologia.

A contradi¢cao mais simples é F.
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Contradicao

Uma contradicao é uma proposicdo composta que é sempre
falsa, quaisquer que sejam os valores logicos das suas
proposi¢des atbmicas.

Portanto, uma proposigdo composta € uma contradi¢édo se, e
somente se, sua tabela-verdade contém somente F na sua coluna
final.

E facil ver que a proposicdo p A (—=p) é uma contradigao.

130/714

Construa as tabelas-verdade das proposicdes abaixo, e determine
se elas sao tautologias, contradigcdes, ou nem uma nem outra.

a) (pA=q) = (qV-p).

)
)
)
d)
)
)
)
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Equivaléncia logica Equivaléncia logica

Por exemplo, podemos verificar, pela tabela-verdade, que as

Duas proposi¢des compostas P e Q sao ditas equivalentes se proposigdes compostas "p A (=q)"e "=((—=p) V q)"séo equivalentes,
elas tém valores légicos iguais, para quaisquer combinagoes de ou seja, que p A (=q) < =((-p) vV q)"é uma tautologia:
valores l6gicos que sejam atribuidos as suas proposicoes
atémicas. plal-alprGe | -p[Gpva|-~(=p Ve | (pArg) o ~(=p)Vg)
VIV[F F F v F v

. . VIF|V A F F \% A
Em outras palavras, £ e Q sao equivalentes se e somente se F VI F F v v F v
P < @ é uma tautologia. F|F|V F \ A F A
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Equivaléncia logica Equivaléncia logica

Assim como a propriedade de ser tautologia ou de ser contradigéo,
a equivaléncia logica de duas proposi¢cdes depende apenas da
sua forma, e ndo depende do significado das proposigoes
atdmicas que ocorrem nela. Assim, por exemplo, a proposigao Alguns autores escrevem usam < ou = para dizer que p é

p < q pode ser verdadeira, dependendo das proposices p e q; logicamente equivalente a g, mas isso ndo deve ser confundido
mas nem por isso p é logicamente equivalente a q. com o operador ldgico.

@ Uma tautologia é logicamente equivalente a V.
@ Uma contradicao é logicamente equivalente a F.

135/714 136/714



Equivaléncias légicas importantes

@ Leis de elemento identidade:
» pAVequivale ap
» pVv Fequivaleap
» p o Vequivaleap
» p®Fequivaleap
@ Leis da negacao dupla
» —(=p) equivale a p
@ Leis da idempoténcia:
> p Apequivaleap
» pV pequivaleap

@ Leis da distributividade:
» pVv(gAar)equivalea(pVvg)A(pVvr)
» pA(gVvr)equivalea(pAqg)V(pAr)
» pA(ger)equivalea(pAg)®(pAr)
@ Leis de De Morgan:
» =(p A Q) equivale a =p vV —q
» =(p Vv q) equivale a =-p A ~q
@ Leis da implicacao
» (p — q) equivale a (—p Vv q)
> =(p — q) equivale a (p A ~q)
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@ Leis de dominacao:
» pVvVequivaleaV
» p AFequivaleaF
@ Leis da comutatividade:
» pVvgequivaleagVvp
» pAgequivaleagAp
» pe gequivaleaqg e p
» p®qgequivaleaqgep
@ Leis da associatividade:
» (pvg)VvrequivaleapVv(gVvr)
» (pAg)ArequivaleapA(gAr)
» (peoqg)erequivaleap o (geor)
» (p®qg)drequivaleapa®(gor)

@ Leis da equivaléncia
> (p < q)equivalea (p — q) A (g — p)
» (p © q) equivale a =(p®Qq)
@ Lei da contrapositiva:
> (p — q) equivale a (-q) — (-p)
@ Lei da reducao ao absurdo:
» p > gequivalea (pA—-q) > F
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Exercicio: Verifique quais das seguintes afirmagdes sdo
corretas:

@ (—pA(pVQq)) élogicamente equivalente a g.
@ ((p — q) — r) élogicamente equivalente a (p — (g — r))
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@ Essa afirmacao é denotada ¥ = G, que pode ser interpretada
como "G é uma consequéncia logica de "

Exemplo: SejaF aformulapAqgeGaféormulapVvq. As
tabelas-verdade de ¥, G e ¥ — G séo

7 G (F)— G)
plag|prgqlpVg| (prg) = (pVg)
vViv] v V V
V|F F v V
F|V F v V
F|F F F V
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Implicacédo entre férmulas l6gicas

@ Sejam ¥ e G duas férmulas l6gicas que dependem de uma
certa colegdo de variaveis logicas. Dizemos que ¥ implica
logicamente G se a formula ¥ — G é uma tautologia.

@ Para qualquer combinacgéo de valores atribuidos as variaveis
que ocorrem nessas férmulas, a proposicao ¥ é falsa, ou ¥ e G
sdo ambas verdadeiras.
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Implicag&o entre formulas légicas

Mais geralmente, sejam 71, %>, ..., ¥, uma colecdo de
proposicoes. Dizemos que essas proposicoes implicam
logicamente G se, e somente se,

(FinFaA---AFn) > G

€ uma tautologia.
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Implicacao légica

Listaremos algumas implicacées l6gicas mais conhecidas. As
letras p, g, r representam proposicdes arbitrarias. @ Silogismo hipotético:
@ Lei da adicao: » p — geq— rimplicam logicamente p — r

» p implica logicamente p v q @ Silogismo disjuntivo:
@ Lei da simplificacao: » pV g e —-pimplicam logicamente q
» p A g implica logicamente p @ Demonstracao por absurdo:

@ Lei do modus ponens: » p — F implica logicamente —p

» pep — qimplicam logicamente q
@ Lei do modus tollens:
» p — g e —qimplicam logicamente —p
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Equivaléncia em contexto especifico Equivaléncia em contexto especifico

As férmulas p < g e p A g ndo séo equivalentes; pois, quando
substituimos p = F e g = F, a primeira é verdadeira e a segunda é
falsa.

<< TTmoT
<7 <TQ
m
m
<

Porém, se soubermos de alguma maneira, que a afirmagéo pVv q é
verdadeira, entdo a combinacdo p = F e g = F n&o pode ocorrer.

p < q é logicamente equivalente a p A g, se p V q for verdadeira.
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Sintese de proposicoes

Dada uma tabela-verdade com determinadas variaveis légicas, é
sempre possivel construir uma proposicao composta com essas
mesmas variaveis que tem essa tabela-verdade.

Escrevendo para cada linha com o resultado verdadeiro uma
sub-férmula loégica que é verdadeira para essa combinacgao de
valores das variaveis, e falsa para todas as outras combinagdes.
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Forma normal disjuntiva

A sub-férmula correspondente a cada linha com resultado V é
uma conjungéo de todas variaveis ou de suas negagoes.
Especificamente, uma varidvel deve ser negada na sub-férmula se
e somente se nessa linha ela tem valor F.

A formula obtida desta maneira — uma disjun¢ao de conjuncoes,
cujos termos sao variaveis ou suas negagbes — é chamada de
forma normal disjuntiva.
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<< T Mo
<M< 7o
m< <7

Para a linha 2, precisamos de uma sub-formula que seja V apenas
quando p = F e g = V. Para isso podemos usar a férmula

(=p) A g. Para alinha 3, a formula é p A (=q). A proposic¢ao
desejada é entado

((=p) A Q) V (pA(=0))
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Forma normal conjuntiva

Outra maneira de construir uma proposicao a partir de sua
tabela-verdade é considerar cada linha em que o resultado
desejado é F, e escrever uma formula que é falsa apenas para
essa combinacao de variaveis.

Esta férmula pode ser uma disjuncao das variaveis e suas
negacoes. A conjungdo dessas formulas é a proposicao desejada.
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Sistemas completos de operadores

A construcdo da forma normal disjuntiva (ou conjuntiva) permite
concluir que toda proposicao composta, usando quaisquer
conectivos, é logicamente equivalente a outra proposicao que usa
@ Primeira linha: (p v q) apenas os conectivos Vv, A e -. Dizemos entdo que estes trés

@ Quarta linha: ((=p) Vv (=q)) conectivos formam um sistema completo de operadores l6gicos.

@ A formula obtida: (p v q) A ((=p) V (=q))

@ A férmula assim obtida é chamada de forma normal
conjuntiva.

<< Tmo
<7< mTo
< <7
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Dualidade légica

Seja p uma proposi¢ao que usa apenas o0s conectivos Vv, A, e —. A

proposicao dual é obtida a partir de p trocando-se toda L, .

ocorréncia de V por A, e vice-versa; bem como toda ocorréncia de Log ICa de Pred |CadOS
V por F, e vice-versa. Por exemplo, a dual da proposi¢do

(bA=q)Vré(pVv—q)Ar. Adual de uma proposigdo p é

geralmente denotada por p*. Note que (p*)*, a dual da dual, é a

proposicao original p.
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Proposicao aberta

Uma proposicao aberta é uma proposicao que depende de uma
ou mais variaveis, por exemplo

@ “Xx + 1 é maior que x”.

@ “o quadrado de x é 16”.

“X € um numero primo”.

“X € maior que y”.
‘X+y=2x+2"

(]
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Proposicao aberta

Para certos valores, a frase pode até mesmo nao fazer sentido:
por exemplo, “x & maior que y” ndo faz sentido se x e y forem
numeros complexos, ou se x for uma matriz e y for um ndmero
real.

Sempre que substituimos as variaveis de uma proposi¢do aberta
por valores aceitaveis obtemos uma proposicao fechada que nao
depende de nenhuma varidvel — e que portanto pode ser tratada
como uma proposigao atémica do célculo proposicional.
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Proposicao aberta

@ Em geral, o valor légico de uma proposicao aberta depende dos
valores das variaveis que nela ocorrem.

Por exemplo:

@ “x é maior que y” é verdadeira se os valores de x e y forem 7 e
4,
@ ¢ falsa se os valores forem 10 e 21.
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Proposicao aberta

@ Usaremos letras mindsculas x, y, z para denotar variaveis.

@ Usaremos letras mailsculas P, Q, R, ..., seguidas por uma
lista de variaveis distintas entre parénteses, para denotar
proposicoes abertas que dependem dessas variaveis.

@ Por exemplo, a notagéo P(x) pode representar a frase “x € um
numero primo”, e Q(X, y) pode representar “y é maior que x”.
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Predicados

@ Os simbolos P, Q, R, ...sao chamados de predicados

@ Podem ser entendidos como fungdes que, dados valores das
variaveis, assumem um valor légico (F ou V).

@ Como na algebra, depois de definido um predicado

P(x1, X2, ..., Xn), usaremos a notagdo P(vi, v, ..., V,) para
indicar a substituicao da variavel xq pelo valor vy, xo pelo valor
Vo, etc..

Quantificacao universal

Outra maneira de transformar uma proposigao aberta em uma
fechada é usando a chamada quantificagcao universal.

Afirmagdes do tipo “para todo x no conjunto D, P(x)”.
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Predicados

@ Q(x,y) foi definido como a proposigdo aberta “y é maior que x”.
@ Q(3,z+ 1) representa a afirmagao “z + 1 € maior que 3”

@ Supde-se, também, que todas as ocorréncias da mesma
variavel na proposi¢ao sao substituidas pelo mesmo valor.
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“para todo x no conjunto D, P(x)”

Denotaremos esta frase por (Yx € D)P(x).

Nesta frase, D (o dominio da quantificacdo) pode ser qualquer
conjunto previamente definido, x pode ser qualquer variavel, e
P(x) qualquer proposi¢do que depende dessa variavel, que tenha
valor l6gico bem definido sempre que x for substituido por um
elemento de D.

164/714



Por definicéo, a frase (Yx € D) P(x) é verdadeira se, e somente
se, a proposicdo P(x) for sempre verdadeira quando substituimos
variavel x por qualquer elemento do conjunto D.

Se houver um (ou mais de um) elemento de D que torna P(x)
falsa quando atribuido a variavel x, entao a frase (Vx € D) P(x) é
falsa.
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Por outro lado, se P(x) representa a frase
“X € um ndmero primo”,

entdo a frase “(Vx € N) P(x)” é falsa; pois, embora as afirmagoes
P(3) e P(13) sejam verdadeiras, a afirmagédo P(6) (por exemplo)
é falsa.

Em geral, se o dominio D é um conjunto finito, com elementos
Vi, Vo, -+, Vpp, entdo a frase (Yx € D) P(x) é equivalente a
P(vi) A P(v2) A--- A P(vp).
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Por exemplo, se P(x) representa a frase

“X 4+ 1 € maior que x”,

entéo a frase

“(Vx € Z) P(x)”

€ verdadeira, pois, se substituirmos x por qualquer nimero inteiro,
a afirmagéo P(x) sera sempre verdadeira.
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Quantificacao existencial

Outra maneira de transformar uma proposi¢ao aberta em fechada
é através da quantificacao existencial, que tem a forma “existe
um x no conjunto D tal que P(x)".

Denotaremos esta frase por (Ix € D) P(x).

Aqui também, o dominio D da quantificacdo pode ser qualquer
conjunto ja definido; x pode ser qualquer variavel; e P(x) qualquer
proposicao que depende dessa variavel.
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Por definigao, a frase “(3x € D) P(x)” é verdadeira se, e somente
se, existir pelo menos um elemento de D que, atribuido a variavel
X, torna a afirmagéo P(x) verdadeira. A frase “(3x € D) P(x)” é
falsa se, e somente se, ndo existe nenhum elemento de D com
essa propriedade.
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Exemplo:
Denotemos por P(x) o predicado “x € um nimero primo”.

A proposigédo (dx € N) P(x) é verdadeira, pois, por exemplo, a

afirmagéo P(7) (“7 € um nimero primo”) é verdadeira, € 7 é um
elemento de N.
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Quantificacao existencial

Se D é um conjunto finito com elementos vy, v, - - - , vy, entdo a
frase (3x € D) P(x) é equivalente a P(v1) V P(v2) V --- V P(vp).

Se Q(y) é a proposicéo aberta
“yéigualay + 17,

entdo a frase “(Ay € R) Q(y)” é falsa; pois, qualquer nimero real
que for atribuido a y, a afirmagéo Q(y) (“y é igualay + 1”) é falsa.
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Quantificador de existéncia e unicidade

“existe um unico x no conjunto D tal que P(x).”

(A'x € D) P(x)
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Considere agora a afirmacao: “todos os estudantes com mais de
duzentos anos de idade gostam de fisica.” Qual o valor légico
desta frase?

Na notagao acima, esta afirmagdo pode ser escrita (Yx € D) P(x).
A questdo é: qual o valor légico da afirmagéo “P(x) é verdadeira,
para qualquer elemento x de D”, se D nao tem nenhum elemento?

Dizemos que tais afirmacgdes sédo verdadeiras por vacuidade.
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Quantificacdo sobre o conjunto vazio

A afirmacao “existe um estudante com mais de duzentos anos que
gosta de fisica” é verdadeira?

(Ix € D) P(x), onde D é o conjunto dos estudantes com mais de
duzentos anos de idade, e P(x) denota a afirmacéo “x gosta de
fisica”. De modo geral, se 0 dominio D é vazio, a afirmagao

“(Ax € D) P(x)” é falsa, qualquer que seja o predicado P.
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Calculo de predicados

A area da logica que trata de predicados e quantificadores é
chamada calculo de predicados.

Estudam-se as regras de raciocinio que valem para quaisquer
predicados.

Em particular, estamos interessados em equivaléncias légicas e
implicacoes légicas entre proposi¢cdes com quantificadores.
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@ Tautologia
Exemplo “(¥x € D) P(x) vV =P(x)”

@ Contradigao @ Negacao de quantificadores
Exemplo, “(3x € D) P(x) A =P(x)” » =[(Vx € D) P(x)] é equivalente a (Ix € D) =P (x)
@ Equivaléncia Légica > =[(3x € D) P(x)] é equivalente a (Yx € D) =P(x)

Se P & Q é uma tautologia
@ Implicacao légica
Se P — Q é uma tautologia
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Calculo de predicados Linguagem natural

Traduzindo linguagem natural para proposi¢cdes quantificadas

@ Distributividade de quantificadgres @ “macacos gostam de bananas."
g E\({\;(XEEDE;)( gx;)/\ C’ZE\&) :qE;J)'Val(e; @ “todos os macacos gostam de bananas. ”
» (Ix € D) (P(x) v Q(x)) equivale a (Vx € M) B(x)
((3x € D) P(x)) v ((3x € D) Q(x)).

onde M é o conjunto dos macacos, e B(x) é o predicado “x gosta
de banana.”
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Linguagem natural

E preciso tomar cuidado com certas frases em lingua natural cujo
sentido & ambiguo. Por exemplo, “um elemento x de D satisfaz
P(x)” pode significar tanto (Yx € D) P(x) quanto (Ix € D) P(x).

Mudanga de dominio

Podemos restringir o dominio das quantificagdes universais:

@ As afirmagdes D C E e (Vx € E) P(x) implicam logicamente
(Vx € D) P(x).

“todo ruminante tem quatro patas”, e que as zebras sdo um

subconjunto dos ruminantes, podemos concluir que “todas as
zebras tem quatro patas”.
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Exercicio: Escreva as afirmagdes abaixo na forma simbdlica,
definindo os predicados e os dominios dos quantificadores.

a) Todo tridngulo equilatero é equiéngulo.
b) Todos os estudantes gostam de fisica.

d) Cada pessoa tem uma mae.
e) Pelo menos uma das letras da palavra banana é uma vogal.

Expresse, em portugués (e em forma simbdlica), a negacao de
cada uma das proposigcoes

)
)
c) Alguns estudantes ndo gostam de fisica.
)
)
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Mudancga de dominio

Podemos ampliar o dominio de quantificacoes existenciais:
@ As afirmagdes D C E e (dx € D) P(x) implicam logicamente
(Ax € E) P(x).

“existe um boi preto”, e que os bois sdo um subconjunto dos
ruminantes, podemos concluir que “existe um ruminante preto”.
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@ Se D C E, a afirmagéo (Yx € D) P(x) é logicamente equivalente
a(¥xeE)(xeD — P(x)).

@ Se D C E, a afirmagéo (Ix € D) P(x) é logicamente equivalente
a(Ix € E)(x € D A P(x)).

“todo papagaio tem um bico” equivale a dizer “todo animal, se for

um papagaio, tem um bico;”

“existe um papagaio amarelo” equivale a dizer que “existe um
animal que é papagaio e é amarelo.”
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@ “existe um macaco que voa”

(Ix e A)(x e M) -» V(x) ERRADO!

Onde A ¢é o conjunto dos animais, M é o conjunto dos macacos, e
V(x) significa “x voa”.
@ na verdade quer dizer: “existe um animal que, se for macaco,

voa

Esta afirmacao é verdadeira, pois basta considerar um xem A\ M
(um animal que ndo é macaco) e a frase (x € M) — V(x) fica
F — V(x) e portanto verdadeira.
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Erro comum: confundir as duas regras, e mudar o dominio do
quantificador universal com A ao invés de —.

@ “todo macaco gosta de banana”

(Vx e A)(x € M) A B(x) ERRADO!

Onde A ¢é o conjunto dos animais, M é o conjunto dos macacos, e
B(x) significa “x gosta de banana”.

@ na verdade quer dizer: “todo animal é macaco e gosta de
banana”

Quantificadores multiplos

Se uma proposigao aberta menciona mais de uma variavel, é
preciso mais de um quantificador — um para cada variavel distinta
— para transforma-la numa proposicao fechada. Por exemplo, se
escolhermos Z como o dominio, ha oito maneiras de transformar a
afirmacao aberta “x + y = 2x” em uma proposic¢ao fechada:

(VxeZ)VyeZ)x+y=2x (VyeZ)(VxeZ)x+y=2x
(VxeZ)YdyeZ)x+y=2x (AyeZ)(¥xeZ)x+y=2x
(AxeZ)(VyeZ)x+y=2x (VyeZ)(TxeZ)x+y=2x
(IxeZ)TyeZ)x+y=2x (AyeZ)(AxeZ)x+y=2x
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o (VxeZ)dyeZ)x+y=2x
» “para todo inteiro x, existe um inteiro y (que pode ser diferente
para cada x!) tal que x + y = 2x".
» Esta afirmagéao é verdadeira.
@ (yeZ)(¥xeZ)x+y=2x
» “existe um inteiro y tal que, para todo inteiro x (e esse mesmo
yh), x+y=2x"
» Esta frase é falsa.
» Como x + y = 2x é 0 mesmo que y = Xx, ela equivale a dizer que
“existe um inteiro y que é igual a todos os inteiros”.
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Quando um quantificador sobre uma variavel € aplicado dizemos
que cada ocorréncia dessa variavel estd amarrada. Todas as
demais varidveis que ocorrem na proposi¢ao continuam livres.

Por exemplo, na formula (Vx € R) X2 + x — y > z/(x + y), as trés
ocorréncias de x em x? + x — y > z/(x + y) estdo amarradas.

Enquanto houver variaveis livres, a formula continua sendo uma
proposicao aberta.
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De modo geral, sempre podemos trocar a ordem de dois

quantificadores do mesmo tipo (ambos Y, ou ambos ). Ou seja,

para quaiquer variaveis, dominios e predicados,

@ Aférmula (Yx € D)(Yy € E) P(x,y) é logicamente equivalente a
(Vy € E)(¥x € D)P(x,y)

e Aférmula (Ix € D)(Jy € E) P(x,y) é logicamente equivalente a
(Ay € E)(Ax € D) P(x,y)
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Escopo de um quantificador

@ A parte da férmula onde um quantificador tem efeito € chamada
de escopo do quantificador.

@ E toda a parte da férmula que segue ao quantificador; mas
podemos usar parénteses para limitar esse escopo.
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@ ((YxeD)P(x)) A ((Ax € E)Q(x)) V R(x)
@ 0 escopo do primeiro quantificador é apenas P(x), o do
segundo quantificador é Q(x)

@ e aférmula R(x) esta fora do escopo de ambos — ou seja, a
ocorréncia de x em R(x) ainda esta livre.
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@ Se supdem que existe um conjunto universal U cujos
elementos sé@o todos os elementos de todos os conjuntos que
podem vir a ser usados em quantificadores. Nesse caso,
podemos usar equivaléncias para trocar qualquer dominio D
pelo dominio universal U:

» (Vx € D) P(x) equivale a (Vx € U) (x € D) — P(x).
» (Ix € D) P(x) equivale a (3x € U) (x € D) A P(x).

@ emvez de (Vx € D) P(x), pode-se escrever
(Vx) (x € D) — P(x).
@ emvez de (Ix € D) P(x), pode-se escrever (3x) (x € D) A P(x).
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Omissao do dominio

O dominio da quantificagao pode ser omitido em dois casos:

@ Todos os quantificadores tiverem o mesmo dominio D, podemos
anunciar esse fato no inicio, e escrever apenas (¥x) P(x) ou
(Ix) P(x), em vez de (Yx € D) P(x) ou (Ix € D) P(x).

Métodos de Demonstracao

194/714

196/714



Métodos de Demonstracao

@ Demonstracoes sao instrumentos usados por uma pessoa para
convencer outras pessoas (ou a si mesma) de que uma
afirmacgao é verdadeira.

@ Toda demonstragéo precisa partir de

» defini¢cdes e afirmagdes basicas, chamadas axiomas ou

postulados e
» afirmagdes que foram previamente demonstradas.
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@ Uma afirmacgéo devidamente demonstrada é chamada de

teorema
» expressao grega que significa “verdade dos Deuses”.

@ Um teorema que é demonstrado apenas para ajudar na prova
de um outro teorema é chamado de lema.

@ Um corolario de um teorema é outro teorema que é
consequéncia do primeiro, e cuja demonstracao é relativamente
simples.
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@ Para ser convincente, uma demonstra¢gdo somente pode usar
afirmacdes e regras de raciocinio que as duas partes
consideram validas.

» equivaléncias e implicagdes logicas.
» regras de manipulagédo de férmulas da &lgebra e da teoria de
conjuntos.
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Definicbes

Uma demonstracdo também pode usar definicoes.

@ Uma definicdo precisa ser completa, isto é, deve especificar
todas as propriedades que identificam exatamente o conceito
definido.

@ Deve ser também precisa, de modo que o leitor ndo tenha
davidas sobre seu significado.
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@ Por convengao, o termo definido € enfatizado por ocasiéo de
sua definicdo. Por exemplo:

Definicao 4.1: Um inteiro n € um multiplo de um inteiro p se, e
somente se, existe um inteiro g tal que n = pq.
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@ Criamos um novo predicado “é multiplo de”, em notagéo formal,
podemos denotar por M.

@ Entdo M(n,p) é lido “n é multiplo de p”.

@ a parte que vem depois do “se, € somente se” seria escrita
formalmente “(3qg € Z) n = pq”.

@ Depois de enunciarmos essa definicdo entdo, podemos tratar a
férmula abaixo como um axioma

(Yn,p e Z)M(n,p) < (g € Z) n = pg

@ Ou ainda supor que M(n, p) é logicamente equivalente a
(3a€Z)n=pq
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Definicao 4.1: Um inteiro n é um multiplo de um inteiro p se, e
somente se, existe um inteiro g tal que n = pq.

@ Esta definicdo ndo deixa duvidas: para quaisquer inteiros n e p,
ela permite ao leitor decidir se n € ou nao multiplo de p.

@ O nlmero 7 é um multiplo de V17?

@ essa frase nao tem sentido: ela ndo € nem verdadeira nem
falsa, e portanto ndo € uma proposigao légica (enquanto o
conceito de “multiplo” nao for definido para niUmeros reais)
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@ Uma vez que um conceito foi definido, ele pode ser usado em

outras definigcdes:
Definicdo 4.2: Um inteiro p divide um inteiro n (é um divisor (¥n,p € Z) D(p, n) & M(n, p)
de n) se, e somente se, n € multiplo de p. Observe o0 uso do conectivo l6gico “se e somente se” (<) nestas

definicdes. Este conectivo permite ao leitor decidir se uma

@ Esta defini¢cdo introduz um predicado “é divisor de” em termos
entidade qualquer do dominio se enquadra ou nao na definigao.

do predicado “é multiplo de”. Formalmente podemos denotar
esse predicado por D e introduzir o axioma: @ Portanto toda definicdo é se e somente se.

(Vn,p € Z) D(p, n) & M(n, p)
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Conjecturas
E comum encontrar definicdes que usam apenas a palavra “se”
quando o autor na verdade quer dizer “se e somente se”. Ou ainda
r e ndo usam nenhuma delas. Por exemplo: . . 3 . -

outras qu B o p. @ Uma conjectura (ou conjetura) € uma afirmacgéo para a qual
@ Definicao 4.3: Um inteiro n ¢ par se ele € multiplo de 2. ainda nao existe prova. Em geral, este termo é usado quando se
@ Definicao 4.4: Se um inteiro nao é par, dizemos que ele é suspeita que a afirmacao seja verdadeira.

impar. @ Se uma conjetura é finalmente demonstrada, ela se torna um
@ Defini¢ao 4.5: Um numero primo é um ndmero inteiro maior teorema.

que 1, que ndo tem nenhum divisor exceto 1 e ele mesmo.
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@ Por outro lado, se for encontrada uma demonstracéo da
negagao da conjetura, dizemos que a mesma foi refutada.

@ Enquanto nenhuma das duas coisas ocorre, diz-se que a
conjetura continua aberta.
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“se n > 2, a equagdo x" + y" = z" nao tem solugdes inteiras
positivas.”

@ Escreveu na margem “tenho uma linda demonstragéo, mas ela
néo cabe nesta margem.”

@ Apesar de inumeros esforgcos por matematicos de todo o mundo,
a afirmagao permaneceu como conjetura por mais de 300 anos.
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Conjectura de Fermat

Um exemplo famoso é a conjectura de Fermat:
@ “se n> 2, aequacgdo x" + y" = z" nao tem solugdes inteiras
positivas.”

@ Foi encontrada em um livro que pertenceu ao matematico Pierre
de Fermat (1601-1665).

@ Em 1995, finalmente, o matematico inglés Andrew Wiles
publicou uma demonstragdo com mais de 200 paginas.

@ Hoje a conjetura é conhecida como o ultimo teorema de
Fermat.
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Conjetura das quatro cores

Outro exemplo famoso é a conjetura das quatro cores:

@ “todo mapa pode ser pintado com no maximo quatro cores, de
modo que regides vizinhas tenham cores diferentes.”

@ Enunciada em 1852 por Francis Guthrie (1831-1899).

@ Ha varias conjeturas famosas que ainda estédo abertas. A
conjetura de Goldbach, formulada pelo matematico aleméao
Christian Goldbach em 1742.

@ todo numero inteiro par maior que 2 é a soma de dois
nameros primos.

@ Testes com computadores mostram que esta afirmacao é
verdadeira para todos os inteiros pares entre 4 e 4 x 10'8;

@ mas obviamente estes testes ndo constituem uma prova.
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@ Foi provada em 1976 por Kenneth Appel e Wolfgang Haken,
utilizando um computador.

@ Em 1994 foi produzida uma prova simplificada por Paul
Seymour, Neil Robertson, Daniel Sanders e Robin Thomas, mas
ainda utilizando um computador.

@ O monge e matematico francés Marin Mersenne (1585—1648)
investigou os nimeros M, = 2" — 1, onde n € um ndmero primo.

@ Ele observou que os numeros Mo, =3, M3 =7, Ms =31, e
M; = 127 sao primos; mas o nimero seguinte, My = 2047, nao
€ primo (2047 = 23 x 89).

@ Ele conjecturou que M, é primo para todo n em
{2,8,5,7,13,17,19,31,67, 127,257}
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Mo & primo para todo n em {2,3,5,7, 13,17, 19,31, 67,127,257} @ Sem dizer nada, Cole primeiro escreveu 2%” — 1 no quadro

@ Em 1876 Edouard Lucas (1842—1891) provou que Mgy = 257 — 1 negro, e fez os célculos & méo, obtendo o valor
nao era primo, e portanto a conjetura de Mersenne era falsa. 147573952589676412927.
@ Entretanto, sua prova nao exibia os fatores de Mg7, apenas @ Na outra metade do quadro, ele escreveu o produto
provava que eles existiam. 193707721 x 761838257287, e fez a multiplicagdo a mao,
e Em 1903, Frank Nelson Cole (1861—1926) apresentou uma obtendo 0 mesmo resultado, e a plateia aplaudiu de pe.
palesta em uma conferéncia de matematica, com o titulo vago @ Depois ele contou que tinha levado trés anos, trabalhando todos
On the Factorisation of Large Numbers. os domingos, para encontrar essa fatoragao.
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Métodos de demonstracao

@ Em geral, quanto mais curta a prova, melhor;
@ mas ha outros critérios, como a facilidade de compreensao, a

@ Existem teoremas que tem muitas demonstragées diferentes. simplicidade dos passos, etc..
@ Qual é a melhor €, até certo ponto, uma questédo de gosto, e @ Para convencer outras pessoas, devemos cuidar para que a
depende para quem a demonstracéo é dirigida. demonstracao seja, além de correta, também simples, clara e

objetiva, tanto quanto possivel.
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Demonstragcao de implicacoes

@ Muitas vezes temos que provar implicacdes da forma p — q,

@ se p é verdadeira, entdao q também é.

@ A afirmagéo p é chamada de hipotese, premissa ou condicao.
@ A afirmacao g é chamada de tese ou conclusao.
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Teorema 4.1: Se m e n s&o inteiros pares, entdo m + n é par.
Prova:

@ Suponha que m é par. (Hipotese.)

@ Suponha que n é par. (Hipbtese.)

@ Existe um inteiro r tal que m = 2r. (Definigao de “par”).
© Existe um inteiro s tal que n = 2s. (Definicio de “par”).
@ m+n=2r+2s=2(r+s). (De 3 e 4, por algebra.)
@ Sejat=r+s. (Introdugdo de variavel.)

@ Existe um inteiro t tal que m 4 n = 2t. (De 6.)
@ m+ né par. (Definicdo de “par”, dada 6. Tese.)
Fim.
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Método direto

Demonstracao de implicagdes

@ Supomos que a hipotese p é verdadeira.
@ Usamos uma sequéncia de proposicoes que sdo consequéncias

I6gicas das anteriores,

@ até obter a tese q.
@ Esta sequéncia de passos prova a implicagdo p — q.
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Cada um dos passos da prova é um raciocinio simples o
bastante para ser aceito como valido pelo leitor.

Cada passo deveria ser uma aplicacdo de uma regra de
inferéncia, tirada de uma lista fixa de regras que todos aceitam
como validas e fundamentais.

Uma das regras comumente aceitas, por exemplo, é a regra de
modus ponens

> se ja demonstramos que uma proposicao p € verdade,
» equep—q,
» entdo podemos considerar a proposi¢ao q demonstrada

224/714



Na pratica, os passos sao escritos mais abreviados:

Teorema 4.1: Se m e n sao inteiros pares, entdo m + n € par.
Prova:

Suponha que m e n sdo inteiros pares. Por definicdo de nimero
“par”, existem inteiros r e s tais que m = 2r e n = 2s. Logo
m+n=2r+2s =2(r+s). Como r + s é inteiro, concluimos que
o0 inteiro m + n é par, pela definicdo. Isto prova que, se m e n sao
pares, m+ n é par.

Fim
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Método da contrapositiva

Demonstracao de implicagdes

@ Queremos provar que p — q.
@ Supomos que a negacgao da tese —q é verdadeira.

@ Procuramos uma sequéncia de dedugdes logicas que termina
com a negacao da hipétese —p.

@ Ou seja, provamos que (—q) — (—p).

@ esta afirmacao é logicamente equivalente a p — q, que portanto
também esta provada.
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Exercicios

@ Demonstre que o produto de um inteiro par por um inteiro impar
€ par.
@ Demonstre que se r € um numero racional diferente de zero,
entdo 1 é racional.
@ Demonstre que, para quaisquer conjuntos A, B, C e D, as
seguintes afirmagdes sdo sempre verdadeiras
» SexeA, (A\B)c(CnD)ex¢D,entdo x € B.
» Se B e C séodisjuntos, ACc Ce x € A, entdo x ¢ B.
»SexeCe(ANC)CB,entdaox ¢ (A\B).
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Teorema 4.2: Se n? é um inteiro par, entdo n é par.

Prova:

Suponha que n é impar. Pela definicao de “impar”, existe um
inteiro k tal que n = 2k + 1. Portanto n® = (2k + 1)?

= 4k? + 4k + 1 = 2(2k? 4 2k) + 1. Como 2k2 + 2k é um inteiro,
pela definicdo de “impar” concluimos que n? é impar.

Pela regra da contrapositiva, isto prova que, se n® é um inteiro par,
entdo n é um inteiro par.

Fim.
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@ Demonstre que, para todo inteiro n, se n® + 5 & impar, entdo n é
par.

Dica: (a + b)® = a® + 3a2b + 3ab? + b®

229/714

@ Queremos mostrar que p — q

@ Supomos que tanto a hipétese p quanto a hegacao da tese —q
sao verdadeiras

@ Procuramos uma sequéncia de dedugdes logicas que termina
com uma contradi¢do (uma afirmagao com valor l6gico F).

@ Isto prova a afirmagéo (p A =q) — F, e portanto também a
afirmacao equivalente ap — q.
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Método de reducdo ao absurdo

@ Também chamado de prova indireta ou por contradicao

@ Baseia-se na equivaléncia l6gica entre a férmula (p — gq) e a
formula (p A -q) > F
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Teorema 4.3: Se m e n sao inteiros pares, entdo m + n € um
inteiro par.

Prova:

Suponhamos que m e n sdo inteiros pares e m + n é um inteiro
impar; e isso leva a uma contradigao.

Por definigdo existem r e s inteiros tais que m = 2r e n = 2s. Pela
definicdo de “impar”, existe um inteiro j tal que m+n = 2j + 1.
Logo2r+2s=2j+1,ouseja, r+s—j=1/2. Isto é falso pois
r+ s —jéum inteiro.

Esta contradi¢cdo prova que, se m e n sao inteiros pares, m+n é
um inteiro par. Fim.
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Implicacdo com tese conjuntiva

Exercicios
@ Demonstre que a soma de um nimero racional com um nimero

irracional € um numero irracional. @ Queremos provar que p — (g A r)
@ Demonstre que o nimero V2 é irracional. @ Que é logicamente equivalente a (p - q) A (p — 1)
@ Sejam x, y, z nimeros reais. Demonstre que pelo menos um @ Basta provar cada uma separadamente.

deles é maior ou igual a média aritmética dos trés.
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Implicagdo com hipdtese disjuntiva

Teorema 4.4: Se 6 divide um inteiro n, entao 2 divide n e 3 divide
n.

Prova:

Se 6 divide n entao existe um inteiro k tal que n = 6k. Entao,

n = 2(3k), logo 2 divide n. Temos também que n = 3(2k), logo 3
divide n. Portanto 2 divide n e 3 divide n. @ Basta provar cada uma dessas partes.
Fim.

@ Queremos provar (pVv q) — r
@ Equivalea(p—r)v(g—-r)
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Teorema 4.5: Para quaisquer inteiros m e n, se m for par ou n for
par, entdo mn é par.
Prova:
Sejam m e n inteiros quaisquer. Temos dois casos:
@ Caso 1: m é par. Pela definicao, existe um inteiro g tal que

m = 2q. Nesse caso, mn = (2q)n = 2(nq), e portanto mn é par.
@ Caso 2: n é par. Pela defini¢do, existe um inteiro r tal que

n = 2r. Nesse caso mn = m(2r) = 2(mr), e portanto mn é par.

Portanto, se m é par ou n € par, mn € par. Fim.
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Teorema 4.7: Os inteiros x e y sdo ambos impares se, e somente

se, 0 produto xy é impar.

Prova:

Sejam x e y inteiros quaisquer.

@ Parte (1) (—): provaremos que, se x e y sdo impares, entdo xy
€ impar.Se x e y sdo impares, por definicdo existem inteiros r e
Staisque x =2r+1ey =2s+ 1. Portanto
xy=(2r+1)(2s+1)=2(rs+r+s)+1.Comors+r+sé
um inteiro, concluimos que xy é impar.
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Demonstragdes de afirmacdes “se e somente se”

Outro tipo comum de teorema tem a forma p < @, ou seja, “p vale
se e somente se g vale.”

@ Equivalente a (p — q) A (g — p)

@ Dividimos a demostracdo em duas partes.
» (1) prova que p — g (ida);
» (2) prova que g — p (volta);
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@ Parte (2) («): provaremos que, se xy é impar, entdo x e y sédo
ambos impares. Ou seja (pela contrapositiva), que se x é par ou
y € par, entdo xy é par. Temos dois casos (ndo exclusivos):
» Caso (a): x é par. Neste caso existe um inteiro r tal que x = 2r.
Portanto xy = (2r)y = 2(ry). Como ry é inteiro, concluimos que
Xy € par.
» Caso (b): y é par. Entao existe um inteiro s tal que y = 2s.
Portanto xy = x(2s) = 2(xs). Como xs ¢ inteiro, concluimos que
Xy é par.

Fim.
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Regras para quantificadores universais

Instanciag&o universal

@ Se provarmos que (¥x € D) P(x),

@ podemos afirmar P(c) para qualquer elemento ¢ do dominio D.

@ “para todo inteiro x maior que 5, 2¥ > x2”, podemos
imediatamente concluir que 248 > 4182,

@ Esta regra é chamada de instanciacao universal.
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Teorema 4.10: Para quaisquer nimeros reais x e y,

(X +y)? = (x—y)? = 4xy.

Prova:

Sejam x e y dois nUmeros reais quaisquer.

Pelo teorema do bindémio, temos (x + y)? = x2 + 2xy + y2, e
(x = y)? = x? — 2xy + y2. Portanto,

(X+¥)? = (x=y)? = (0 +2xy + y?) = (x* = 2xy + y?) = 4xy.
Fim.
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Generalizacao universal
@ Agora suponha que desejamos provar (Yx € D) P(x)

@ comegcar supondo que x é um elemento de D escolhido
arbitrariamente

@ Se, com essa suposigao, conseguirmos provar a afirmacao
P(x), provamos que o teorema original é verdadeiro.

@ Este ultimo passo é chamado de generalizacao universal ou
suspensao do quantificador universal.
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Demonstragao por vacuidade

Lembre-se que se E é o conjunto vazio, a afirmacgao
(Vx € E) Q(x) é verdadeira, qualquer que seja o predicado Q.
Esta afirmacao é verdadeira por vacuidade.

@ Queremos demostrar (Yx € D) P(x) para um dominio arbitrario
D.

@ Mostrar que ela é equivalente a outra afirmagéo (Vx € E) Q(x)
@ Entdo mostrar que E é vazio.
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Teorema: Para todo nimero inteiro x, se x° = 5 ent&o x é par.
(Vx € Z) Q(x) — P(x)

Q(x) significa “x< = 5", e P(x) é “x é par”.
E={VYxeZ:Q(x)}

equivale a (Vx € E) P(x).

ou seja, E é o conjunto dos inteiros cujo quadrado é 5.

®© 6 6 6 o o

Como E é vazio, a afirmacao é verdadeira por vacuidade.
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Demonstragdes construtivas

@ Agora suponha que queremos provar que (Ix € D) P(x).

@ Exibimos um elemento especifico a do dominio D
(explicitamente, ou através de uma construgao algoritmica)

@ P(a) é verdadeira, para esse elemento.
e Demonstracédo construtiva
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Regras para quantificadores existenciais

@ Se provamos que (Ix € D) P(x),
@ podemos supor, dali em diante, que a variavel x € um dos

elementos cuja existéncia é afirmada.

@ Esta regra é chamada de instanciacao existencial.
@ Exemplo: Considere as seguintes premissas: “Um aluno desse

curso nao estudou” e “Todos os alunos desse curso foram
aprovados” podemos concluir que "Algum aluno n&o estudou e
foi aprovado”.
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Demonstragdes construtivas

Teorema 4.11: Existem trés ndmeros inteiros positivos tais que
X2 +y2 =22

Prova:

Sejamx =3,y =4,ez=5. Como

x? 4 y? = 32 + 42 = 25 = 52 = 72, a afirmacéo é verdadeira.
Fim.
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Prova: Seja n um inteiro positivo, e seja x = (n + 1)! + 2.
Observe que

2 divide x = (n+1)!+2, 2

Teorema do deserto de primos: Para todo nimero inteiro - (@)
positivo n, existe uma sequéncia de n ndimeros inteiros 3 divide x+1 = (n+1)!+3, 3)
consecutivos que ndo sdo primos. (4)

(5)

n+1 divide x+(n—-1) = (n+1)!+n+1. 5

Logo todos os inteiros x + i com 0 < i < n s&o nao primos; e eles
formam uma sequéncia de n inteiros consecutivos.
Fim.

249/714 250/714

Demonstragdes nao construtivas

Exercicio: @ Em alguns casos, é possivel demonstrar a existéncia de um
@ Existem 100 inteiros consecutivos que ndo sdo quadrados elemento que satisfaz uma dada condicdo mesmo sem exibir
perfeitos. explicitamente tal elemento.

@ Uma demonstragao deste tipo € chamada de demonstracao
nao construtiva
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Teorema 4.14: Existem dois numeros reais irracionais x e y tais
gue x¥ é racional.

Prova:

Sabemos que nimero V2 é irracional. Se (\/5)‘@ for racional, a
afirmacéo est4 satisfeita tomando-se x = V2 e y = V2. Por outro
lado, se (V2) V2 for irracional, podemos tomar x = (V2) V2 g

y = V2. Entao x¥ = ((V2)¥2)V2 = (2) V2 V2 — (V2)2 = 2 que
€ racional.

Fim.
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Teorema: Mostre que se a e b sdo numeros reais e a # 0, entéo
existe um unico numero real r talque ar + b =0

Prova: Note que o nimero real r = —b/a é uma solugéo para

ar + b = 0. Suponha entdo que s € um numero real, tal que

as+ b = 0. Entéo ar + b = as + b. Subtraindo b dos dois lados e
dividindo por a (que é diferente de 0), encontramos que r = s.
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Demonstragcao de existéncia e unicidade

@ Queremos provar (3!x € D) P(x)
@ Logicamente equivalente a
((3x € D) P(x)) A ((¥x € D)(¥y € D) ((P(x) A P(y)) = x = ¥))
Portanto, uma demonstragao de existéncia e unicidade pode ser
dividida em duas partes:

@ Existéncia: prova-se-se que existe pelo menos um x em D que
satisfaz P(x).

@ Unicidade: supde-se que y também é um elemento de D que
satisfaz P(y), e prova-se que ele é igual ao x.
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Demonstragao de falsidade por contra-exemplo

@ Demonstragdes de existéncia sdo usadas, em particular, para
refutar conjeturas da forma (¥x € D) P(x); pois a negagéo desta
afirmacgéo é (Ix € D) =P(x).

@ Neste caso dizemos que o elemento x de D que
comprovadamente ndo satisfaz P(x).

@ Portanto mostra a falsidade da conjetura
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Considere a seguinte afirmacao: “Para todo primo n, o inteiro
2" — 1 é primo.” Esta afirmacéo nao é verdadeira, basta ver que o

namero n = 11 é um contra-exemplo, pois
P(11) =2 -1 = 2047 = 23 x 89.
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Prove (ou mostre contra exemplos) de que as seguintes
proposigdes sdo equivalentes
a) (WxeD)P(x)vQ(x) e ((VxeD)P(x))V ((¥xe D)Q(x)).
b) (AxeD)P(x)AQ(x) e ((IxeD)P(x))A((Ix e D)Q(x)).
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Exercicios:
Demonstre (por meio de contra-exemplos) que as seguintes

conjeturas sdo falsas:
@ Todo inteiro positivo € soma dos quadrados de trés inteiros.

@ Se n é um numero inteiro e 4n é par, entdo n é par.
@ O produto de dois nimeros irracionais € um namero irracional.
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Inducdo Matematica
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Inducdo Matematica

@ Seja P(n) uma sentenga matematica que depende de uma
variavel natural n

@ se torna verdadeira ou falsa quando substituimos n por um
nuamero natural dado qualquer

@ Estas sentengas sdo chamadas sentencas abertas definidas
sobre o conjunto dos nimeros naturais N.
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@ P(n): “2n+ 6 é par”” E facil ver que 2n + 6 = 2(n + 3) para
qualquer n, portanto P(n) é verdade para todo n.

Q P(n):1+3+5+---+(2n-1) = n?” Sera que
conseguiremos encontrar algum m tal que P(m) seja falso?
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@ P(n): “n é impar.” Observe que esta afirmagéo é verdadeira
para alguns valores de n e falsa para outros.

@ P(n): “n® — n+ 41 é um nimero primo.” Neste exemplo
podemos verificar, ndo tao facilmente, que P(1), P(2),..., P(40)
s&o verdadeiros mas P(41) = 412 ¢ falso.

Como mostrar que

14+8+54---+(2n-1)=n?

€ verdade para qualquer n?
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Principio de Inducao Matematica

O principio da inducao matematica (PIM) é a principal
ferramenta para demonstrar sentengas da forma “(Yn € N) P(n)”.

Ele diz o seguinte:
Axioma: Seja P(n) uma sentenga aberta sobre N. Suponha que:

© P(0) é verdade, e
@ Sempre que P(k) é verdade, para algum k € N, temos que
P(k + 1) é verdade.
Entdo P(n) é verdade para todo n € N.
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Exemplo

Provar que, para todo n > 0:
14+3+5+--+(2n-1)=(n)?

Prova: Vamos provar usando indugdo em n.

@ Base: P(0) é verdade pois a expressao acima € trivialmente
vélida para n = 0.

@ Hipétese de inducao: suponhamos que para algum k, P(k) é
verdade, isto &,

143454+ (2k - 1) = (k)?
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Para demonstrar uma afirmagéo “(¥n € N) P(n)” usando o PIM,

podemos entdo seguir este roteiro:

@ Base da Inducao: Provar que P(0) é verdade.

o Hipétese de Inducéo: Supor que para algum k € N, P(k) é
verdade.

@ Passo da Inducao: Provar que P(k + 1) é verdade.

Passo de inducdo: temos de provar que P(k + 1) é verdade, isto
€ temos que provar que:

14345+ +(2k-1)+2k+1)=1)=(k +1)?
Pela hip6tese de indugao, temos

[1+3+5+-+@2k-1)]+2kK+1)-1)=
K2+ 2k +1)-1) =

k®42k+2-1=

k2 +2k+1=

(k +1)2
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Exemplo 2

Definigao: Dizemos que um conjunto de n retas no plano estao
em posicao geral se ndo possui duas retas paralelas e nem trés
retas se interceptando num mesmo ponto.

Teorema
Um conjunto de n retas em posicdo geral divide o plano em
Ry = 200 1 regiges.

Vamos provar por indugao no niumero n retas de retas.
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Passo da indugao: temos que provar que quaisquer k + 1 retas
em posicdo geral definem Rx11 = (k + 1)(k + 2)/2 + 1 regides.
Sejam L4, Lo, ..., Lk, 1 essas retas. Compare as regides do plano
definidas por elas, que chamaremos de regidoes novas, com as
regides velhas definidas pelas primeiras k dessas retas. Observe
que algumas das regides velhas sao divididas pela ultima reta
Lx+1, cada uma delas formando duas regides novas; enquanto
que as demais regides velhas sdo também regides novas.
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@ Base: Para n = 0 temos apenas uma regido. Como
Ro =0(0+1)/2+ 1 =1, a férmula é valida neste caso.

@ Hipétese de indugao: Suponhamos que para algum k a
férmula é valida, isto é quaisquer k retas em posigcao geral
dividem o plano em Rx = k(k + 1)/2 + 1 regides.
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Como as retas estdo em posi¢do geral, a reta L1 cruza cada
uma das k retas anteriores em k pontos distintos. Em cada um
desses cruzamentos, a reta Lx 1 passa de uma regido velha para
outra. Essas regides sdo duas a duas distintas porque estdo em
lados opostos de alguma reta Lj, com 1 < i < k. Portanto a reta
Lx+1 corta k + 1 regides velhas, que dao origem a 2(k + 1)
regides novas. Ou seja,

Fl’k+1:Rk—(k—|—1)+2(k+1):Rk+(k+1)
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Como as retas Ly, Lo, ..., L estdo em posicao geral, podemos
usar a hipétese de indugdo. Obtemos

R+ (k+1)=k(k+1)/24+1+k+1=

(k+1)(k+2)/2+1.
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Por exemplo, a afirmagao n? > 3n é verdadeira para todo natural n
maior ou igual a 4, embora ndo seja verdadeira se n for 0, 1, 2 ou
3.

Podemos usar o PIM para provar esse tipo de afirmagéao, de
maneira indireta. Primeiro definimos um outro predicado Q(m)
como sendo equivalente a P(ng + m). Provamos entéo a
afirmagédo (Ym € N) Q(m), usando o PIM. Essa afirmagéo entdo
implica (Yn € N)n > ny — P(n).
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Generalizagdes da Inducdo Matematica

Ha muitas variagbes do principio da indugcdo matematica, que sao
no fundo equivalentes, mas podem tornar algumas demonstracoes
mais simples.

Muitas vezes precisamos provar que uma sentenga aberta P(n)
vale para todos os numeros naturais maiores ou iguais a um certo
no; ou seja, que “(Yn e N)n > ny — P(n)".
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Este raciocinio nos permite provar tais afirmagdes por indugao
matematica de maneira mais direta, usando ng como base em vez

de 0:
Teorema: Seja P(n) uma sentenga aberta sobre n € N, n > ng, np
um numero natural qualquer. Se

@ P(np) é verdadeira, e
@ Paratodo k > ng, (P(k) = P(k + 1)),
entdo P(n) é verdadeira para todo n € N com n > no.
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Exemplo
@ Passo da inducéo: provar que (k +1)2 > 3(k + 1). Temos que

(k +1)2 = k% 4 2k + 1
Por hipétese de indugéo k2 > 3k, entdo

Prove que n? > 3n para todo n € N com n > 4.
k% 42k +1> 3k + 2k +1.

Prova:
@ Base: n = 4 é verdade pois 16 > 12.
.. . ~ Como k > 4 temos que 2k + 1 > 3, logo
@ Hipoétese de inducao: suponhamos que para algum k > 4,
k? > 3k. 3k + 2k +1 >3k +3=3(k +1)

portanto, destas duas desigualdades,

(k + 1) > 3(k 4 1). Fim.
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Passo genérico constante

Teorema: Seja P(n) uma sentenga aberta sobre n € N, n > ng, np
) . i um numero natural qualquer, e p um 